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Der  crrossartlge  Aufschwung,  welchen  die  Naturwisscnscha 
in  unserer  Zeit  erfahren  haben,  ist,  Wie  allgemein  anerkannt  w 
nicht  lum  kleinsten  Masse  durch  die  Ausbildung  und  Verbreit 
der  Unterrichtsmittel,  der  Experimentalvorlcsungcn,  Labi 
torien  u.  s.  w.,  bedingt.  "Während  aber  durch  die  vorbände 
Einrichtungen  zwar  die  Kenntniss  des  gegenwärtigen  Inhaltes 
Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird ,  haben  hc 
stehende  und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf  einen  Mai 
hinweisen  müssen,  welcher  der  gegenwärtigen  wissenschaftlio 
Ausbildung  jüngerer  Kräfte  nur  zu  oft  anhaftet.  Es  ist  dies  < 
Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der  Mangel 
Kcnatniss  jener  grossen  Arbeiten,  auf  welchen  t 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht. 

Diesem  Mangel  soll  durch  die  Herausgabc  der  Klassil 
der  exakten  Wissenschaften  abgeholfen  werden.  In  handlic 
Form  und  zu  billigem  Preise  sollen  die  gmndlcgenden  Abhandl 
gen  der  gesammten  exakten  Wissenschaften  den  Kreisen  der  Lchi 
den  und  Lernenden  zugänglich  gemacht  werden.  Es  soll  dadu 
ein  Unterrichtsmittel  beschaH't  werden,  welches  das  Eindrin 
in  die  Wissenschaft  gleichzeitig  belebt  und  vertieft.  Dasselbe 
aber  auch  ein  Forschungsmittel  von  grosser  Bedeutung.  D 
in  jenen  grundlegenden  Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  wel 
inzwischen  sich  entwickelt  und  Früchte  getragen  haben ,  sond 
es  ruhen  in  ihnen  noch  zahllose  andere  Keime .  die  noch  der  I 
Wicklung  harren,  und  dem  in  der  Wissenschaft  Arbeitenden  \ 
Forschenden  bilden  jene  Schriften  eine  unerschöpfliche  Fundgr 
von  Anregungen  und  fördernden  Gedanken. 

Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  sei 
ihrem  Namen  gemäss  die  rationellen  Naturwissenschaften,  von 
Mathematik  bis  zur  Physiologie  umfassen  und  werden  Abhandlunj 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  Astronomie,  Phys 
Chemie  einschliesslich  Krystallkunde  und  Physiologie  e 
halten. 

Die  allgemeine  Redaktion  führt  von  jetzt  ab  Profes 
Dr.  Arthur  von  Oettingen  (Leipzig);  die  einzelnen  Ausgal 
werden  durch  hervorragende  Vertreter  der  betreffenden  Wissi 
Schäften  besorgt  werden.     Die   Leitung   der  einzelnen  AVA»-;'"- • 
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Abhandlung  über  die  Functionen  zweier 
Variabler  mit  vier  Perioden. 

Von 

Georg  Roseuhaiu 

Professor  zu  Breslau. 


Mem.  des  savants  Bd.  IX,  1^51. 


Das  Wenige  verschwindet  leicht  dem  Blick, 
Der  Vorwärts  sieht,  wie  viel  noch  übrig  bleibt. 
(Iphigenia  von  Goethe.) 

\>  enn  es  sich  um  den  Nachweis  handelt,  dass  von  zwei 
Functionen  eine  die  Inverse  der  andern  ist.  so  giebt  es 
immer  zwei  verschiedene  Methoden  des  Vorgehens,  da  man 
ja  entweder  von  der  einen  Function  oder  von  der  andern 
ausgehen  kann.  Uebrigens  können  diese  beiden  Methoden 
ganz  unabhängig  von  einander  sein;  denn  wenn  man  die  Um- 
kehrung einer  gegebenen  Function  gefunden  hat.  so  wird,  um 
das  umgekehrte  Problem  zu  lösen,  nicht  immer  der  kürzeste 
und  am  wenigsten  coraplicirte  Weg  der  sein,  seine  Schritte 
rückwärts  zu  lenken,  besonders  nicht,  wenn  die  Function  in 
Form  eines  Integrales  oder  einer  unendlichen  Reihe  gegeben 
ist.  Das  merkwürdigste  Beispiel  eines  solchen  Dualismus  der 
Methoden  bietet  die  Geschichte  der  elliptisciien  Functionen. 
Die  berühmten  Mathematiker  362]  Abel  und  Jacohi,  welche 
zuerst  die  Idee  fassten.  die  Grenze  eines  elliptischen  Integrales 
als  Function  des  Integrales  selbst  zu  betrachten,  und  die,  durch 
diese  ebenso  geistreiche  wie  fruchtbare  Methode  geleitet,  eine 

1* 
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neue  Theorie  der  elliptisclion  Funetioiieii  *)  geschaffen  linlxni, 
gingen  zuerst  aus  von   dem  Integral 


r''  dx 

•  '0 


und  wie  man  weiss,  gelangte  der  erste  mit  Hülfe  des  Multi- 
plicationstheorems,  der  andere  mittels  seines  Transforraatious- 

theorems  zu  der  inversen  Function  x  =    ^  =  sin  am?/,  wo  B 

A 

und  A  Functionen  von  u  sind,  die  zugleich  mit  dem  Argument  ?/ 
endlich,  reell  oder  imaginär  sind.  Die  Functionen  A  und  B 
waren  in  Form  von  unendlichen  Reihen  schon  von  Fourier 
in  seiner  Wärmetheorie  behandelt  worden  und  es  würde  mög- 
lich  gewesen   sein,    dass    irgend    ein   gewandter  Mathematiker 

TD 

die   doppelte   Periodicität   des  Bruches  —  bemerkt   und   diese 

zum  Gegenstand  seiner  Arbeiten  gemacht  hätte,  und  dann 
würde  er  ohne  Zweifel  den  Zusammenhang  mit  dem  elliptischen 
Integral  gefunden  haben.  Seitdem  hat  Jacohi  in  seinen 
Königsberger  Universitätsvorlesungen  diesen  Weg  verfolgt.  Er 
sprach  dort  von  den  Functionen  A  und  B  und  er  konnte  in 
einfachster  Weise  aus  der  Gleichung 

A  —  Bi'  =  ü 
die  andere  Gleichung 
dx 


du 

entwickeln ;  und  diese  neue  Methode  hängt  in  keiner  Ik'- 
ziehung  von  der  alten  ab,  obwohl  diese  geschichtlich  jener 
vorausgegangen  war. 

Für    die  Theorie  der   ultra- elliptischen  Integrale**)   und 


*)  Dem  Beispiele  Jacobi's  folgend  untersciieide  ich  zwischen 
den  Integralen  der  drei  Gattungen  und  den  elliptischen  Functionen 
sin  am  w,  cos  am  w.  Aamw  und  wegen  ihrer  Periodicität  belege  ich 
die  letzteren  vorzugsweise  mit  dem  Namen  Functionen:  dieselbe 
Unterscheidung  mache  ich  bei  den  A hei" schon  Functionen  und 
Integralen. 

*♦;  Da  das  umfassende  Ahersche  Theorem  alle  Integrale  al- 
gebraischer Functionen  einer  Variablen  beherrscht,  und  da  es,  nach 
den  Bemerkungen  von  Jacohi,  selltst  auf  vielfache  Integrale  al- 
gebraischer   Functionen    allgemeinster    Form    mit    beliebig    vielen 
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beinahe  auch  für  die  Theorie  der  aligemeinen  Aberaehen 
Integrale  ist.  der  Stand  [363^  der  Dinge  gegenwärtig  derselbe 
wie  damals  für  die  elliptischen  Integrale,  als  Abel  und  Jacobi 
ihre  berühmten  Entdeckungen  machten.  Für  die  erste  Klasse 
ultra-elliptischer  Integrale,  auf  welche  ich  mich  hier  beschränke, 
muss  das  Umkehrungsproblem  nach  den  von  Jacobi  gemachten 
Vorschlägen  folgendermaassen  ausgesprochen  w^erdeu: 

»Sei  X  eine  rationale   ganze  Function  6.  oder  5.  Grades 
von  x^  Y  desgl.  von  y\  sei  ferner 


(2)  und  n  (;r)  +  n (y)  =  ^^ ,         0,  M  +  H,  [y]  =  u, , 

so  wird  verlangt,  die  drei  Ooefficienten  L,  M,  N  der  quadra- 
tischen Gleichung 

(3)  L  +  Mf-|-Nr"  =  0, 

deren  zwei  Wurzeln  x  und  y  sind,  als  Function  von  u  und  u^ 
zu  findenc. 

Ohne  Frage  wird  man  zur  directen  Auflösung  der  so 
gestellten  Aufgabe  von  den  Gleichungen  2]  ausgehen  müssen, 
welche  die  Argumente  u  und  u^  als  Function  der  Grenzen 
X  und  y  der  Integrale  U.(x,  UJx),  U'y  ,  U^  y)  geben. 

Dieser  Weg  wäirde  dem  analog  sein,  w^elcher  Jacobi  und 
Abel  zu  ihren  Entdeckungen  über  die  elliptischen  Functionen  ge- 
führt hat;  aber  es  ist  äusserst  schwer,  hier  Methoden  anzuwenden 
denen  ähnlich,  welchen  jene  Mathematiker  gefolgt  sind,  da  man 
in  dem  allgemeinen  Fall,  von  dem  wir  reden,  an  Stelle  einer 
Gleichung  mit  einer  Veränderlichen  immer  zwei  simultane 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variablen  zu  betrachten  hat,  deren 
Ooefficienten  nicht  mehr  so  einfache  Functionen  der  Wurzeln 
sind,  wie  die  Ooefficienten  einer  Gleichung  mit  einer  Variablen 
es  von  dieser  sind.  Nur  in  einem  speciellen,  aber  sehr  be- 
merkenswerthen  Falle  konnte   ich   dies  Problem    direct   lösen. 


Variablen  ausgedehnt  werden  kann,  so  halte  ich  es  für  ange- 
messen, den  von  Legendre  vorgeschlagenen  Namen  der  ultra-ellip- 
tischen Integrale  für  die  Integrale  der  algebraischen  Fimctionen 
von  X  beizubehalten,  welche  von  dieser  Variabein  nur  durch  eine 
quadratische  Gleichung  abhängen,  und  den  Namen  der  AheV^Q,\ie\\ 
Integrale  für  die  Integrale  von  beliebigen  algebraischen  Functionen 
zu  behalten. 
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nämlicli  dann,  woiin  ir}::end  zwei  der  Factoren  [364]  des 
Polynoms  X  einander  g:loich  sind;  dann  reduriron  sich  die 
Intejrrale  II  (.r  und  II,  (.r)  auf  elliptische  Integrale  3.  Gattuno; 
und  die  drei  Grössen  L.  M,  N  drücken  sich  mit  Hülfe  be- 
kannter Formeln  der  elliptischen  Functionen  ohne  Scliwierig- 
keit  in  u  und  t/,  aus,  von  denen  x  und  y  dreifach  periodische 
Functionen  werden. 

Ich  habe  es  daher  vorgezogen,  die  Sache  von  der  entgegen- 
gesetzten Seite  anzufassen,  d.  h.  von  der  quadratischen  Gleichung 

(3)  zu  den  CJleichuugen  2)  überzugehen.  Damit  dies  möglicli 
war.  musste  man  die  Form  der  Coefficienten  L,  M,  N  der 
CUeichung  3)  errathen  können,  und  dies  ist  mir  durch  Verallge- 
meinerung der  Reihen  gelungen,  in  welche  sich  die  Zähler  und  der 
gemeinsame  Nenner  der  drei  elliptischen  Functionen  sin  am  w, 
cos  am  w.  Aam?/  entwickeln  lassen,  und  indem  ich  mich  durch 
die  Form  der  dreifacli  periodischen  Functionen  leiten  Hess,  die 
ich  bereits  gefunden  hatte.     Diese  Keihe  ist  von  der  Form 

(4)  le  ■=■  ez.e  , 

wo  c  die  Basis  der  iVc/;er"schen  Logarithmen  ist,  ß,  i,  r  be- 
liebige Grössen  und  das  Summenzeichen  2l  ausgedehnt  werden 
soll  über  alle  ganzen  Zahlen  für  m.  Man  erhält  in  der  That 
durch  die  Reihe  ( l)  in  der  Bezeichnung  der  Fundamenta  nova 
Jacohi\    die    Ausdrücke,    deren    Quotienten    den    Functionen 

\k  sin  am  ;w,  ^'j,   \  tj  cos  am  (w, /?:),  377  A  am  [u^k]  gleich  sind, 

r  K' 
wenn    man   setzt  —  =  log  </  für  a,    uu  -\-  (i  für  b,  und 

wenn  man  die  Constanten  cf,  ß,  c  passend  bestimmt. 

t  7t 

Denn    setzt    man   <:•  =  0,    «  =    _,  ,  ß  =  t7tj   so  nimmt 
jene  Reihe  die  Form  des  gemeinsamen  Nenners  an: 

0{u)  =  l{—\)   q    e     ^   =\  —  2qcos^-\-2r/co3^ — ... 

Ebenso   rauss   man,    um    den    Zähler   von     —Aam   w,  A;): 

y  K 
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[365]   zu   erhalten,    c  =  0,    «  =  —  ,  f^=  0  annebmen.   Setzt 

man  ferner 

,    irru       iJt  ITC        ,       , 

so  wird  besagte  Reihe  der  Zähler  von  V  k  sin  am  ii^  k  : 

H (w)  =  —  ir   ^'"y    ^' c~^     ^K"" 

Macht  man  endlich 

80  entspringt  der  Zähler  von    1/  -p  cos  am  (w,  ^) : 

(2m +  1)'     (2ot  +  1j  irr« 

H(M-hK;;=I^       ^       e     2         K 

=  2q    cos.^g.  4-2^   cos^j^  +  .-. 

In  diesen  Formeln  liest  man  ohne  Mühe  das  Gesetz, 
nach  welchem  sie  sich  mit  Hülfe  eines  Moduls  q  zusam- 
mensetzen   aus    dem    Zähler    und    dem    Nenner    der    einfach 

periodischen  Function ^7,  und  nach  demselben  Gesetze 

e^  -\-  e   " 

habe  ich  mir  aus  den  Zählern  und  dem  gemeinsamen  Nenner 

der  dreifach  periodischen  Functionen  neue  Reihen  geschaffen, 

um  sie  an  die  Stelle  der  Zähler  und  des  Nenners  der  vierfach 

periodischen  Functionen  zu  setzen  oder  an  die  Stelle  der  Coeffi- 

cienten  L,  M,  N  der  quadratischen  Gleichung    3). 

Die  neuen    so   gefundenen  Reihen  sind,    wie    man   sehen 

wird,  alle  von  derselben  Form : 

(5)        ^m^n^ 

^  am2  +  i^mu  +  yn2  +  (Jm  4- «n 

=  ^   "rn  *-n  ^  > 

366]  wo  die  doppelte  Summation  auszudehnen  ist  über  alle 
ganzen  Werthe  von  m  und  ;?,  und  sie  unterscheiden  sich  von 
einander   nur    durch    die   Werthe   der   drei   Grössen    (5,  £,  f, 
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welche  lineare  Ausdrücke  der  Argumente  u  \\m\  //,  bciloulou, 
w.nlirend  die  Cdustanten  et,  p',  ;'  die  Stelle  von  drei  Moduln 
einneliuii'u.  Dor  Quotient  von  irgend  zwei  dieser  Reihen 
stellt  sich  überdies  als  vierfach  j)eriodische  Function  von  u 
und  //,   heraus. 

Noch  auf  eine  andere  Weise  kann  man.  zur  Erweiterung 
der  Dt^finition,  von  Formel  4i  zu  Formel  5  tibergehen: 
nämlich  indem  man  die  Reihe  !4)  als  Summe  von  Exponential- 
grössen  detinirt,  bei  der  jedes  Glied  dieselbe  allgemeinste 
Function  2.  Grades  am"  +  ^''?  +  ^^  seines  ganzen  Index  m 
zum  Exponenten  hat,  und  indem  man  diese  Definition  auf 
eine  Doppolreihe  von  Exponentialgrössen  ausdehnt. 

Durch  das  ^-l^r/'sche  Theorem  zur  Addition  der  Integrale 
freliilirt,  und  durch  die  Eigenschaften  der  dreifach  periodischen 
Functionen  geleitet,  setzte  ich  drei  Reihen  von  der  Form  (5) 
an  Stelle  von  N,  L  +  «i  M -|- a^'N,  L -|- « ^ M -|- ^'s*  N ,  wo 
(1^  und  c/,  irgend  zwei  Werthe  von  x  bedeuten,  die  das  Polynom 
X  zu  Kuli  machen,  und  da  so  die  quadratische  Gleichung  (3) 
bestimmt  war,  hatte  ich  das  folgende  Problem  zu  lösen: 

»Sei  gegeben  die  quadratische  Gleichung 

0  =  L  4-  M /  4-  Nr-  =  N  (/  —  a:^  't  —  y\ 

deren  Coefficienten  L,  M,  N  Functionen  von  zwei  Argumenten 
u  und  ?/,  sind,  die  einen  einzigen  und  endlichen  Werth  haben, 
für  alle  endlichen,  reellen  oder  imaginären  Werthe  ihrer  Argu- 
mente, und  deren  Wurzeln  x  und  y  periodische  Functionen 
von  u   und  u^  sind,    mit   vier   conjugirten  Periodenpaaren,   so 

du     du 
verlangt    man    die    partiellen    Diflferentialquotienten  3— ,   — — , 

du,  du,      .       ^        ,   ,  ^'^  '^y 

—r^.  -,      nur  in  x  und  y  auszudrücken. 
dx     dy 

Ausgenommen  die  Zerfällung  in  einfache  Factoren,  unter- 
werfen sich  die  Reihen  (5)  367J  ohne  Schwierigkeit  durch- 
weg ähnlichen  Methoden,  wie  die  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  auf  die  Transccndenten  der  Form  (4) 
angewendeten.  Ich  konnte  also  einer  Methode  folgen  analog 
der,  die  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen  benutzt  hatte,  um  von 
den  Tran.-^cendenten  (1)  zu  den  elliptischen  Integralen  zu  ge- 
langen   und   ich   fand   auf   diese  Weise   als   Lösung    der   vor- 

-       „  -,.,-,  du     du     du,     du. 

liegenden  Präge   für   die  Ausdrücke   von  -7-  ,  -j-^  -v^-,     , 
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genau    dieselben,    wie    die    aus    der   Diftereutiation    der   Glei- 
chungen  (2) 

u  =  n(x)  +  \i{!,),  t^  =  n,(r  +ri,(y. 

hervorgehenden. 


Capitel  I. 

Ueber  die  dreifach  periodischen  Functionen. 

1. 

Die  gebrochenen  Ausdrücke  der  dreifach  periodischen 
Functionen,  welche  die  Inversen  der  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  sind,  fliessen,  ohne  die  mindeste  Rechnung,  aus 
den  Gleichungen ,  deren  sich  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen 
bediente,  um  von  den  Reihen  H  und  6  zu  den  elliptischen 
Integralen  erster  Gattung  überzugehen.  Es  wird  demnach  ange- 
messen sein,  hier  in  wenig  Worten  die  Entwickelung  jener 
Gleichungen  zu  geben,  und  dies  um  so  melir,  als  ihre  Kennt- 
uiss  die  Lösung  des  analogen  Problems  über  die  ultra-ellip- 
tischen  Integrale  erster  Klasse  aucli  bedeutend  erleichtert. 

Zur  Abkürzung  der  Formeln  werde  ich  Gebrauch  machen 
von  den  durch  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen  benutzten  Zeichen 
und  setzen 

[368] 


(0) 


"  =  t  ^^  n    «2    Int  2t  -2i 

^[v,q)=     1      (-^)  q    e       :=\-q(e     ^e       ) 

n  =  —  X 

1      4  f  -  4  V  9   .6  r  —  0 1 

-{-q  [e    -i-e       )  —  q   (e    -^  e       )  -\-  . 

n=  +  -r.  H   '^"  +  ^'%2H  +  l)f  i,f  -, 

&,iv,q)=     1      {—\)q     '      e  =ci'{e—e     ) 

»(  =  — c» 

9       3r  — 3i-  2^5      5i  —br 

—  q'(e—e      )  -\-q'  [e    —e       ) -f- 
^,  ;f,ry)=     I       q      ^       e  =  q^  [e   -j- e      , 


n  =  —  ac 


»t  =  -fQO       ,,o     2„f  2i'  — 2r 

.7-3  fv,q)=     1      q     e        =\-\-q(e     +e       ) 

4      4i  -4r  II      fii  -' 
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Man   liat  also  nach  tlicsou   Fornu'lii 

*  '.r,  q)  =    «(-'J;.  ^)  .  .Hier    ,>('.,'j^'.  y)  =  0,,<,  I,    , 

*.  (".?)  =  '"  (7^-  -5)  .  oder   >,  ('^'.  <y)  =  «H  :«,  Ä) , 

WO  1  =  }  —  l.  Gelegentlich  benutze  ich  aiicli  die  Zeichen 
der  Fundamcnta  noca\  aber  zur  glcichmässi^creu  Bezeichnung 
werde  ich  ^,  (?/,  /•)  für  11  (w,  X)   schreiben  und  setzen 

H  [u  +  K,  k]  =  0,  [u  4-  K,  k  =  (9,  (//,  k) , 

ö   {u-hK,k]=fl^(u,k), 

sodass  man  li.it 


[369| 


(-; 


MM)  =  .(^,4 


(8) 


-^i^^^  =  1/^  .  s,„  am  («,  A,  , 
M;^  =  |/j;cosa.K.). 


Die  Moduln  q  und  /r  werdt;  ich  jedoch  nur  in  den  Formeln 
hinzufügen,  in  denen  Functionen  i>  oder  0  mit  verschiedenen 
Moduln  auftreten. 


2. 

Sei  m  eine  beliebige  ganze  positive   oder  negative  Zahl 
dann   hat   man 
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(9)^ 


0-(c  +  imrt)  =  0-  {») ,       0-,  {v  +  im :i)  =  (—  1 )'«  *,  (o;  , 
^3  [v+imn]  =  *,  (k),      *,  (f  +  imn]  =  '—  l)'»  ^,  («) , 

=  (-1)   '    ^.W, 

2m+l 

=  (_i)    i"  iy^(n). 

Die  Functionen />  (f),  0-^{ü)^  '^i  (^')?  ^i{^)  sind  also  ein- 
fach periodisch  und  zwar  ist  der  Periodenindex  ijt  für  0-[t) 
[370  ^3{y),  2e7r  für  ,>i  (t-)  und  0-^[v).  Dasselbe  hat  statt 
für  die  Functionen: 


n  =  +  T> 


(p  +  n  log  g)2 
'        loggr 


(10)    <| 


ei»8?^(»)=     1      {—  1)" 

n  =  —  00 

2n  +  1 

^'  H  =  +    OD  .  •* 

n  =  —  QO 


log  9 


n  =  4-  QO 


(r +  nlog9l2 


ei«&2t9-3(ü)=     2      e     1^?^      , 


n  =  +  a« 


(„4.1^,og5P 


eiogg^Jtj)=     V      e 


log. 


aber  der  Periodenindex  ist  log^  für  e^^^i  0^^^  (ü  und  e^'^si  ^^  (y)^ 
2  log</  für  e^^siO-iv)  und  e^'^e'?  ,>^  (ü),  denn  es  ist: 

e      '«g?       t9-3  (ü  H-  w  log  q)  =  e  i«&?  ^3  (ü) , 

(0  +  m  log  gP  1,2 

e     ^^sT^  ^^  (ü  +  m  logry)  :=  e^^  ^,  (ü)  , 

(i  +  mlogg|2  l2 

e      i^i?       ^  (i;  _|- 7^  log  ^)  =zz  (—  l)'"e'i^^(ü), 

e         i^gF  ~  ^j  (ü  _j_  ;;j  log  (j)  =  (_    1  yn^l^q  ^^  (j,)  , 


(11) 


12 
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(r  + ^ iop  7)1 


2w-f-  I 


c  Jog,  ^^^r-^^y      logy)==c»o8«^,(t^) 


(r  H loR  7)2 


2m-}-  l 
2 


^,  (r  +  "   ■-^'    •  log  y)  =-  e  ">ß?  ^,  (r) , 


12)     s 


f 2  w»  4-  1 

c         ^'«'i  />  i^H ^    log(^) 


(_  1)"'       e^'«'^^,(v), 


(f  + s—     log«!- 

^ .     ,         2w4-l, 


=  1—  l)'"-^'e'«g7.'>  (ü). 


Aus  der  Form  dO)  der  Functionen  i>,.  [v]  entwickelt 
Jarohi  die  merkwürdig:en  Formeln,  um  die  es  sich  handelt, 
mittels  des  sehr  einfallen  algebraischen  .Satzes*;,  dass  die 
Gleichungen : 


(13) 


geben 


2r/  =  V  -\-v'  —  v"  —  v"\ 
2v"  =  f  — r'  +  r"—v"\ 
2  v^"'  =  V  —  v'  —  v"  4-  v"\ 


(14 


r*  -h  c'*  H-  t'"'  H-  v"""  =  V,'  +  f/*  +  ^*,"'  -h  i'/"'. 
Durch   Multiplication  der  vier  Functionen  />3,   welche  die 
vier  Argumente   r,   r',  c",  c'"  besitzen,   erhält  man 


♦j  Jacohi  erwähnt  Reine  Methode  in  einem  an  Jlenuitc  ge- 
richteten Briefe  (b.  August  1845),  der  vor  kurzem  in  CVt/Ze'«  Journal 
verüffentlicht  ist. 
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[372]  wo 
P  -=  (i)  -f  n  log  q)''  -f  '/  -f-  n  log  qY  +  (^"-h  ?/'log  qY 

[G      -{-71      log^)-, 

und   wo    die   Suramirnnf^    über    alle    positiven    und    negativen 
Werthe  der  vier  ganzen  Zahlen  w,  7i\  7i\  7t"  auszudehnen  ist. 
Transformirt   man   nun  den  Ausdruck  P   durch   die  For- 
meln J13),  so  wird 

P  =  (ü,  -f  71^  log  qf  +  (ü/  +  ?i/  log  qf  +  (4- ,"  +  w,"  log  ^)* 

+  (v-+7ir\o^q]\ 

wo  2  W.^      =  ?i  -h  71  +  ?2"  +  W"' , 

2w/  =  ;^  +  w' — ;^" — n"' . 

Inl'  =^  71 71  -\-  71   —  w'", 

^nl"  =  7l  —  7l—7f^)i\ 

und   wo   die   Variablen   ?;,,   v/,   z?/',   ü,'"  und   ??,   ^?',    ^J",    r'" 

durch    die    Formeln   (13)    und    (14)    von    einander    abhängen. 

Man   sieht   also,   dass    das  Product  i9-3  [v]  d-^  [v]  i9-g  [ü")  ^.^  (ü'") 

sich    der   Form    nach   nicht    ändert,    wenn   man   die   Grössen 

?^,,  w,',  w,",  7il'\  «?^,  i;/,  v^\  vi"   an   Stelle   von   7%^  7i\  7i\ 

7i'\  V,  v\  v'\  v"'  setzt.     Aber  nur  die  äussere  Form  des  Pro- 

ductes    erleidet    keine    Aenderung    durch    diese    Substitution; 

denn   die   ganzen   Zahlen   27i,    Iri  ^    'l7i\    Iti'"   sind  alle   vier 

gerade,  während  die  Zahlen  2?2^,  2w/,  2w,",  271^"  alle  vier 

zugleich  gerade  oder  ungerade  sind,  je  nachdem  es  die  Summe 

71  -\- 7i' -{- 7i' -\- 7i"    ist,    und    in    der    transformirten    Summe 
p 

^e^^^'i  kann  man  für  2/?,  ,  2?^/,  2/^/',  2/Zj'"  nicht  nach  Be- 
lieben vier  gerade  oder  vier  ungerade  Zahlen  setzen,  sondern 
nur  solche,  welche  die  vier  Zahlen 

2r                       i            I                II  III 

71      =n^-\-7l^   71^    W,      , 

2n'  =n^—n,'-\-7il'—7i"', 
27i"  =  n.  —  n^—  ??/'+  w/", 

zu  geraden  machen. 

[373]  Um  dieser  Unbequemlichkeit  abzuhelfen,  unterwirft 
Jacohi  i^iQ  Zahlen  2/^,  2n\  2//',  2w'"  derselben  Bedingung,  der 
die  Zahlen  2??^,  2;^,',  2w/',  2w,"'  folgen,  nämlich  zugleich  gerade 
oder  ungerade  zu  sein.  Wird  der  Sinn  der  Zeichen  /?,  7i\  7i\  7i' 
in  dieser  Weise  erweitert,  so  erhält  man  den  Werth  des  Ausdrucks 
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e             '0«« 

i(»n  von   r,,  r,' 

n           in 

^' 

,  '*i 

für  c,  r',  r",  r  ',  ;/,  w',  w",  //";  denn  setzt  m:iu  für  2«,  2w', 
2«",  2«"'  alle  mii«rliclien  Systeme  von  vier  j^eradeu  Ziililen 
und  dann  diejonipen  von  vier  un.iroraden  Zalilen,  so  erliält 
man  filr  2//,  2//,  2;/',  2//"  dieselben  Werthsystenie,  nur  in 
amierer  Anordnung:.  Hei  der  so  erweiterten  Delinition  der 
Zeiclien  ;/,  ;/,  ;/',  ;/"  ist  aber  das  zweite  CJlied  der  (Jleicbiing 
(15),  nämlich 

nicht  gleich  ^jl»)  ^,(ü')  ^j(r") //jlr"'),  sondern  gleich 
^,(r)  ^,(r')  ^,(0  ^,{v"')  +  ^,{v)  ^,{v')  ^,(v")  ^,(0 , 

w(.  das  (ilied  '^(r)  .'^(r')  .'>Jr")^^(r"')  dem  Theil  von  IV-'^^-'v 
entsprieht.  in  welchem  2//,  2;/,  2//'\  2//"  ungerade  Zahlen 
sind. 

Man  hat  also  den   folgenden  Satz: 

»V^erbindet  man  die  Argumente  r,  v\  r",  //"  und  /',,  r,', 
r,",   r^'"  unter  einander  durch   die  Gleichungen 

2r,    =r-^^''+^'"-hO  2ü    =  »,  +  «'.'"h  r/'H" '^,"', 

2r/  =ü-hr'       ü"— r'",  2ü' =?),  +  r/--ü/'— «?/", 

2  .,"  _  t,  _  ,'+  ,"_  ,'",  2r"  =  V,  -  ..'  -f-  r."-r,"', 

2c/"=  r—  r'-  r"4-  r'",  2r"'=.  r,—  v,'-  r,"+  r/", 
[374]  so  wird 

.,-V    I  ^,    (''i->3    (^•')'^3    ('•")«>3    («'")  +    '>i    {^i-^»    («'i^i    (0'>*    K') 

Dies  ist  die  fundamentale  Formel,  aus  der  man  mit  Hülfe 
der  Formeln  (9),  (11)  und  (12)  eine  Menge  anderer  zieht, 
wenn  man  irgendwelchen  der  Argumente  r,  r',  d\  v"'  die 
Hälften  von  i/i   und  log  </  hinzufilgt. 

Setzt  man  ^' -f-   .,    ,   v  -f--j-,  t'  +"2"'  ''    ~~  '>'  ^' 

c',   r",  p'",  so  wird  die  Gleichung  (17) 

I       >  (p)  ^  (r;  y  (f")  tf  (r")  -  *,  (r) .'/,  (.') .'/,  (o")  tf.  (»"•) 
^     '  I  =  *(!>,)  *(r.')  ;>(r,")  J^fr,'")  -  ».  'rj  *,  (i'.')  *,(^")  ^. («.,'") , 


(Iü; 
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und  setzt  man  in  (17)  und  flS)  v"  durch  r"'-|- i/r,  so  erhält 
man  aus  diesen  Gleichungen  die  zwei  folgenden: 

(  ^3  (")  ^3  (^'>  *3  ("")  *3  (""')  -  ^»  (")  **   (»')  **   (''")  ^,   (""■) 

' ^  I  =  *(.,)  *(f,')  ^{^")  *('V")  +  ^,{^)  ^,(«'/)  d, K")  »,{<") , 
I     *  (1-)  ^  (»')  ^  (.")  ^^  W")  +!^,{'>)  »A^l  ^.(""l  ^,{0 

die  man  auch  durch  Vertauschung  der  Argumente  r,  t?',  v'\  v'" 
mit  ü,,  «),',  ü/',  f,"'  auseinander  ableiten  kann. 


4. 

Aus  diesem  soeben  gefundenen  System  von  vier  Formeln 

leitet  man  drei  andere  ab,  indem  man  r  und  r'  nach  einander 

«Vr                           e.T  4-  log  y  . 

um  -— ,  -j  log  ^  und  ~ vermehrt,    und    ein    viertes, 

indem  man  in  den  vier  Formeln  eines  beliebigen  der  letzteren 
v'  -\-  ^  log  (/  und  v"  -\-  ^  log  q  ftir  v'  und  v"  setzt.  So  hat 
man  fünf  Systeme  [375]  von  je  vier  Formeln,  alle  von  der 
Form  der  Gleichungen  13)  oder  vielmehr  in  der  Form  von 
Summen  und  Dift'erenzen  je  zweier  dieser  Gleichungen,  und 
diese  kann  man  in  eine  einzige  Gleichung  von  der  Form  (14) 
zusammenfassen.  So  findet  man  fünf  Summen  von  vier  Qua- 
draten, deren  Werthe  unverändert  bleiben,  wenn  man  in  ihnen 
für  V,  v\  v",  v"'  die  Grössen  v^,  i\\  «;/',  ü,'"  der  Gleichungen 
(16)  setzt,  und  von  denen  jede  die  Stelle  von  vier  Formeln  von 
der  Form  (13)  vertritt,  nämlich  die  folgenden  Summen: 

f     {i^,^v] *,(.■) »,{v") if,{v")Y  +  {»,:v]  »,{v)  »,(v;  ^,(v"',Y- 

\  +  {^,(<>)  *.{.')  *,(r")  »,lv"']Y  +  {^  (.)  *  {V)  if  [v')  &  {v")y- 

i  +  {*,  ('•) ».  {»')  *,  (»") »,{»'")}' + {» (")  *  (»')  »Ao")  ^3  '."'ir 

l     {•>,{'•■)  !>.{<>')  »A>^")  »jy")Y  +  {»A»:  ».{"')  5-,(0  ». ("'")}' 
I  +  {*, {v)  ^. (V) »  (O ^  {v")y  +  {»  {V) »  {«-) », {v") », {v")Y 

I   (»A^)  »Ao') *  (*") » {""')}'■ + {^i--')  ^3("'; »,{"") », (»'ir 
\  +  {^  w  ^.{"'i  *3(''")  »,(o'")r  +  {*  {<••)  *  i»'^  *.(«")  *,  («"')r 

I     {*,  («)  *  (r')  ^3(0  »A^"')Y  +  {^  (o)  *. («')  »,(0  *3 («'")}' 
l  +  {*,(")  *i(«')  *, (!'") »  {v'T  +  {^(i')  *3'>-') »  K')  ^.  (»"'))'■ 


i) 


l(i 


(Jeorg  liDScnliiiin. 


Ich  lijibo  die  vier  (Jliodor  so  geordnet,  dass  man  unter  Hei- 
l.t'lialiung  dieser  Heihenfolgo  die  besagten  (Jleicliuniren  der 
Form  (l;{)  (dine  Zweideutigkeit  der  Vorzeichen  zusammense(/..n 
kann:   d.  1).   dass  man  liat: 

2M    (r,,  =.  M,r)  -j-  M\r)  -f  M"(r)  -f  M"'(/-), 

.  2M'  (^)  =  M(r)  +  M'(r)-M"M-M"'(r), 

2M"  [V,)  =  M(r)  —  U'(v)  -f  M'»  -  M'"(r), 

2M'"  r.)  =  M(r)  —  M'(tj)  -  M'»  -,    -^rff), 

wenn  man  mit  M  r),  M'(r),  M"(r),  M'"(t;^  d..  vier  Olieder 
irgend  eines  der  Ausdrücke  (21)  ihrer  Ordnung  ach  bezeich- 
net, und  ;376]  mit  M^r,  ,  M'(r,),  M"(r,),  M'"(.,  ,;«  nilmlichen 
bunetioneu  in  den  r,,  r/,  r/',  p/"  wie  M(ü;,  M(<  ;,  M(0,  Mf^'"') 
in   den   r,   r'.   «".   ß"\ 


,2:i) 


Wenn    man    das   elliptische    Integral    dritter   Oalfimw    als 
Specialform  des  ullra-elliptischen  Integrals 

(a-^ßx)dx 


f 


J^    y:r  (l  -x)  (l  — >t^r)  {[~)^x)  (l  -^i'x  , 

dem  Fall  /.  = //  entsprechend  betrachtet,  so  kann  man  nach 
Jurohi\  Vorgang  das  Umkehrungsproblem  folgendermaassen 
aussprechen: 

Gegeben  die  Gleichungen 

L  ^  l  \_ {cc-i-jixjdx  _^  r'"  {a^ßx)dx 

I       J,{  1  --^*^) y^  •  1—^-1  —k*x  "'j^  ( l  -  A«:r)V?l -X'  1  -I^ 

L  ^C {(c'-^fi'x)clx  _^  r^ {a-\-ß'x}  dx 

gesucht  die  Ausdrücke  ^,   und  t^  in   ^^  und  ü. 
Zur  Vereinfachung  der  Formeln  setze  icli 

2u=\,  2ß=~?,\  Kr,=sinam(w,,^'),=h|/^^-=:::sinam(M„/j, 
so  dass  die  erste  der  Gleichungen  (23)  die  Form  annimmt: 
w  =  w,  -h  //, . 
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Um  in  der  anderen  die  Constanten  cd  und  [i'  passend  zu 
bestimmen,  bediente  ich  mich  der  Formel  der  Fundameiüa 
ttova : 

„,,,,.  ,  I  sin*  am  u  du 

n  (w,  a)  =  k-  sin  am  a  cos  am  <-/  A  am  a  I .^—7^ — r-^ 

^  '    '  f    1 — Ä*  sin^  am  a  •  sin*  am  M 

[377]  wo  bekanntlich  Z  [a)  =  — ^ ;  und  ich  setze 

A*  =  k'  sin-  am  (a,  Ä-)     2  «'  =  —  Z  (a) 
Iß'  :=  Ji'  sin-  am«  Z  '«)  4"  ^■'  ^i^i  ^™^^  cos  am«  Aama, 
so  dass  man  hat 

C  a  -\-  ß'  X  '  dx  TT  /         >  r, ,  V 

I ^- =  n  2^, ,  a]  —  u.Z  (a) 

f  i—?^x-yx-i—X'i—k^x       ^  "  ^      '  ^  ^ 

Bei  solcher  Festlegung  der  Coefficienten  «,  ß^  a\  ß'  nehmen 
die  Gleichungen  (23)  -die  folgende  Form  an 

und  die  Aufgabe  ist, 

Vx^  =  sin  am  ?/, ,     >  x^  =  siii  am  e/^ , 

oder  symmetrische  Functionen   dieser  Grössen  als   Functionen 
der  Argumente  u  und  v  auszudrücken. 


6. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (21)  und  (22)  kann  man 

,^. 0  (?/,  —  a)  d  (w, —  a) 

auf  drei  verschiedene  Weisen  ausdrücken  ;  und  die  Auflösung  der 
vorgelegten  Aufgabe  reducirt  sich  auf  die  einer  linearen  Glei- 

Ostwald's  Klassiker.     65.  9. 
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chung  mit  einer  Veränderlichen.  Setzt  man  r'"  =  — v  — v'  —  r", 
ai8or,  =  0,  r,'  =  v-\-v',  r/'=  r  4-r",  [378]  r/"  =  — (ü'+e/'j, 
so  erhjilt  man  aus  den  zwei  ersten  und  der  vierten  der  For- 
meln (21)  naebstehende  drei  Doppelgleichungen: 

.     ^(0)  ^K,c-i-v')^(v-\-v')^(v-^v")=  ^(v)  ^(i/)  ^{v")  V/^r  +  «/-|-ü"; 

3.  »Jß)^^{v-\-v')&[v  +  v')0-{v'+v"  =d-  [ü)0-  (c')d-^[v")^^(v  +  v-\-v") 

—  lh^[v)0;{ü')i>,[v")i>,{v  +  v'-\-v") 

Macht  man  jetzt 


1  :ru^ 


i  ;i  II. 


2;ra 
■2K  ' 


2K  2K 

so  kann  man  diese  Gleichungen  folgendermaassen  schreiben: 

1.     e{0)  e[u]d[u^-i-a]0[u,^^a=  6{u^]  6 [u^  6{a)  0[u-{-a) 

-h  0^  w, )  /9,  (m,)  0^  [a]  0^  [u  -\-  a] 

^0,(u^\0,[u^]0,  a]0,[u  +  a) 

—  0,{u,]0,(u^)0,{a)0,(u-^ra), 

->.    (f^A),0,,u^O,u,-{-a)e{u,-^a]=Olu,)  0(u^]0,{a)0,{u-\-a) 

l  -^(K{u^)0^[u^]  0^  [a)  (\  w  +  a) 

=  <93(w,)6l,(w,)  0[a]  0{u-ha] 

n    u  n    n  n  u  -Un]0'u  -{-a]=  d[u,]  0(u^)0^ia)f)^iu-\-a) 

=  0^(u,]OJu^)  0{a)  ß{u-\-a] 

und  wenn  man  jede  dieser  letzteren  durch  diejenige  dividirt, 
welche  herauskommt,  indem  man  — «an  Stelle  von  -\- a 
<f'i7i    >o  findet  man  für  e"   folgende  drei  Ausdrtlcke: 


b) 
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,2  l' 


[^\ 


_  6  u, )  e  ^,)  e  (a)  e  [u—a]  —  e,  iu, )  e,  [u^]  e,  (a)  e^  lu — a] 

,,  _  0  u^)0[u^]d^a]6^[u—a]  —  e^'u,)6^[u^)d^[a)e,iu—a) 

, ,  _  0  u,]d{u,)6^{a]d^{u-a]  -eju,] e,'u,)0,(a]6,{u-a] 
0  u^]d  u,)  0^ja)a,{u-{-a]  +  0^[u^]  dju^]  Oja]  d^(u-\-aj  ' 

Aus  diesen  Gleichungen  endlich  gewinnt  man  die  gesuchten 
Ausdrücke  in  u  und  v  für 

^    *   ^y-^-  =  ^  sin  am  zi.  sin  am  2/,  =  ib  k  Vx.  x^  ,         [3791 
~fl/     \ai     \  ="77C0sam?^^  cosam?/,  =  yy|  1— .r^-  1—^,, 

nämlich 

_  /t  1/  a:,  a;,  _  ^^  j^j  ^_,^^  ^^_^,  _^^t,^^  .^^ 
>^'  -j/- — ^3(0)  e~^6Ju — ä) — e^'dJ^^u-\-a) 

1  V  i_/.i:r     }—k^^  -  ^aM  ^"^'^3  (^—«-^"^3:^  +  ^) 


Zur   Auswerthung    von  Vi — /^x^  •  1 — ?Jx^    kann    man 
sich  der  bekannten  Gleichung  bedienen 

l  —  A-:r,  =  1  —  k'  sin-  am  rt  sin-  am  u,  =  1 *      ,     '/ 

_ß-^0)  d{u,-\-a)  dju^—a) 

welche  £:iebt 


A  X,  .  .     -A  a:,        -  -  ^,^^j  ^j^^j  ^^^^^ 

^   ,e^;o)(9(»,+a)6l(«,+a) 
'         O^a)  ö(«,)  OK)        • 

Nun  hat  man  aber  aus  der  ersten  der  Formeln    '25b, 

2* 


2o  Ciüorg  lio^euhaiu. 

■^        'eia)  e[u,)  d[u^) 

und  hieraus  mit  Hülfe  der  ersten  der  Gleichungen  (27) 

—  e-^'ß^  [u—a]-\-c*  e,  [u-\^a'  ''       ' 

aus  dem  Ausdruck  /21,  5;  zieht  man  endlich  für  v=  c\  v"--=v"' 
ß^iO^ ö,'0^  {d{u—a)  6,  iu-\-a)  -f  d[u^a)  6,  ,u—a)) 

=  26,{a)e,{a)e{u)0,{u) 
[380]  und  man  erhält: 

(28]     VY^^)*x\'^—k*x^ 

e  (0)  e^ia]  0,{a) 26,{u) 

6M  ^zW  ^  («)  *  ^""^i  [u—a)-i-e''6,  (w  +  a) ' 
Wir  haben  also  vier  symmetrische  Functionen  von  x^  und  a-, 
von  der  Form  1 — hx^  •  1 — bx^  ausgedrückt  in  ti  und  v.  Aus 
drei  beliebigen  dieser  Functionen,  die  wir  mit  1 — bx^  •  1 — bx^. 
1  —  lJ^x^  •  1 — b^x^,  1  —  b^_x^  •  l — b^x^^  bezeichnen  und  von 
denen  man  eine  durch  ^^  =  0  auf  die  Einheit  reduciren  kann, 
entwickelt  man  leicht  die  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln 
x^  und  x^  sind.  Mit  Hülfe  der  Lagrange  sehen  Interpolations- 
formel oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  Partial- 
bruchzerlegung  von 

^^Z—X^_^7^—X^__ 
\^bZ'  \  —  bJL  .  \  —  bJ.  ' 

erhält  man  diese  Gleichung  unter  der  folgenden  Form: 
l — bx.'X — hx         1  1 — b^x^'\ — b^x^         1 


—     b  —  b,'b—b^     \  —  bZ'       b.—b^b.  —  b      \  —  b,Z 

1 — b^x^'\ — b^x^       1       _  Z — x^  '  Z — x^ 

+    b^  —  b'h^  —  b,    1— Ä,Z~l— ^Z  '  X  —  b^Z'i  —  b^Z' 

Damit  die  zwei  unter  einander  gleichen  Ansdrticke  verschwin- 
den, muss  Z  eine  der  Grössen  x^^  und  j-,  vorstellen;  übrigens 
kann,    wenn   Z   eine   beliebige   Gnisse    ist.    dieselbe    Identität 
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dazu  dienen,  um  eine  Beziehung  daraus  zu  folgern,  welche 
zwischen  drei  Grössen  von  der  Form  1 — bx^  •  1 — hx^  be- 
steht. Man  brauclit  dazu  nur  den  Coefficienten  von  Z~*  der 
Entwickelung  dieser  Gleichung  nach  fallenden  Potenzen  von  Z 
zu  nehmen. 


Da  die  soeben  gefundenen  Functionen  von  u  und  v  nur 
ein  Specialfall  der  Functionen  mit  vier  Perioden,  der  Um- 
kehrungen der  ultra-elliptischen  Integrale  erster  Gattung  sind, 
so  will  ich  mich  dabei  nicht  lange  aufhalten;  nur  will  ich 
noch  i381j  zeigen,  dass  sie  in  der  That  eine  dreifache 
Periodicität  mit  conjugirten  Periodenindices  besitzen. 

Die  Gleichungen  (27)  und  (28)  zeigen,  dass  die  Aus- 
drücke von  x^x^^^  1 — x^  •  1 — x^^  1  —  k'x^  •  1 — X;-^:^,  und 
l  —  X'x^  •  1  —  /-.r,  in  u  und  v  ihren  Werth  nicht  verändern, 
wenn  man 

u  um    2K    und  v  nm  0  , 

.-,      TT'  1  ^^^ 

u  um  2^K  und  v  um  , 

K. 

u  um      0      und  v  um  i:t 
vermehrt. 

Die  Grenzen  x^  und  rr^  der  beiden  durch  die  Gleichungen 
(23)  verbundenen  elliptischen  Integrale  mit  den  beiden  Argu- 
menten u  und  V  sind  also  wirklich  dreifach  periodische  Func- 
tionen dieser  Argumente  und  zwar  ist  ihre  Periodicität  so, 
dass  zu   den   drei  Indices  2K,    2eK',  0  von  u   in   derselben 

Ordnung  die  drei  Indices  0,  ,   itz  von  v  conjugirt  sind. 

Nach  den  Untersuchungen  von  Jacohi  über  die  Periodi- 
cität der  inversen  Functionen  der  ultra-elliptischen  Integrale 
müssen  die  Indices  von  u  und  v  den  Werthen  entsprechen, 
welche  die  bestimmten  Integrale 

J] [a-\-ßx)dx 
VX'  1—X'  l—k'-X'  l—X'^x-  l~^*x' 

r [a-{-ß'x)  dx 

"^   \yx'  1  —x  -T— X-.r  •  \  —  )}x  •  \—ii*-x  ' 
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Georg  Rosenliaiu. 


penommeu   zwischeu    den    Cireuzcu   — oo    uud    o;    Ü    und    1; 

l   nndyv;         und  ..;   ,,  und     ,;      .,  und  oo  annehmen,  woun 
a;'     a-  /.*     Ar  ir      ir  ' 

ti  =  /  wird. 

Seia;.  l—x-  \—k*x  •  1  — A*.r  •  l—u'^x  =  [x,  Je,  ).,  u), 
so  hat  Jacohi  gezeigt,  dass 


1 


201 


!^,  V{x,  k,  i;\i)   }^ 

i 


(A  -h  B;r)  dx 

V{x,  k,  l^i) 


[K-^Bx]  dx  ^  ^ 
V(x,  k,  A,  u) 


dx 


r"    (A  +  Bx)  dx       r^"(A  +  Br)  di 


[382]  wo  in  der  ersten  Gleichung  V{x,  k^  A,  ^()  und  in  der 
zweiten  V — ^.r,  X:,  /.,  //)  positiv  bleiben  niuss  für  alle  Werthe 
von  .r  zwischen  den  lutegrationsgrenzen. 

Man  wird  also  in  diesen  Gleichungen  setzen  mtlssen 


0) 


wenn  x  <^—^\\m{).r^  n   \V{x^k^X^^C^  =  [\  — }}x)Vx'l — x- 1 — k'^x 
wenn  .r^  — lim  (Ä  =  //j  j  V  (:r,A:,A,/i)j  =  (1  —  k'^x)Vx-  \  —x-  1  — k^x 

indem  man  mit  lim  (Ä  =  ji/)  {/"(/.,//)  }  die  Grenze  bezeichnet. 
gegen  welche  die  Function  /'(Ä,  //)  convergirt,  wenn  X  und  n 
gegen  eine  gegebene  Grenze  convergiren. 

Nach  dieser  Festsetzung  lässt  die  erste  der  Gleichungen 
(29)  erkennen,  dass  man  nur  einen  einzigen  reellen  Index  für 
Jedes  der  Argumente  u  und  v  hat,  der  aus  dem  Integral 
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f (^+Ha_  =  lim(A  =  .)|  r'i^±M£^l 

hervorgeht,  wenn  man  in  ihm  nach  einander  a  -{-  (jx  und 
«'  4"  ß'x  an  Stelle  von  A  -[-  Ba-  setzt.  Die  Grenze,  gegen 
welche  jedes  der  beiden  anderen  Integrale  der  Gleichung  (29,  1) 
convergirt,  wenn  /  —  u  gegen  0  convergirt,  ist  Unendlich; 
dennoch  hat  ihre  Differenz  einen  endlichen  Grenzwerth,  näm- 


•al  I 

J.   1-A 


'A-^Bx]dx 

lieh  das  Integral  | 1 — — . . i ;  und  wenn 

/^x  '  Yx  •  1 — X  •  l — k'X 

0 

A  =  2  a  =  1 ,  B  =  2  fj  =  —  /.^ ,  so  erhält  man  die  bekannte 
Beziehung 

QO 

dx 


r    '^-      r 

J^Vx-  l—x-  i—/c\r     Jj   Vx-i 


X  •  1 — k'^x^ 

unter  Beobachtung  der  zweiten  der  Formeln  (30). 

[383]    Die  in   der  Formel  (29,  2)    enthaltenen   Integrale 
convergiren    alle   drei   gegen   endliche   Grenzen ,    wenn  /  —  li 
gegen  0  convergirt.     Denn  man  findet  durch  die  Substitution 
_  1 


wodurch  die  Gleichung  (29,  2)  die  Form  annimmt 

r'  [K-\-'Bx]dx r^"'  [K^Bx)dx 

J_^  l  —l^X-Vx  -l—X'\—k^X     J    l  —  PX'VX'l—X'X—k^ 


X 

(B-f-A/*)e7r 


>//2.1_/*.y5;*_/i- 


Für  A=:«,  B  =  ß  zieht  man  daraus  die  bekannte  Formel 

1 


i  dx  r  dx  

J_^  Vx-T—X  •  l—k'-X       J^  \x-  \—X'  1—Px  " 


2  i  Goorg  liosenhiiiii. 

und   für  A  =  «',  B  = /^*'  kommt: 


2 


r    {a-\-ß'x)dx r  'a'+ß'x]dx  iit 

.L^;i— A«a:)Va:.l— a:.l-A:*i     J^  1— A^a^Vx- 1— a:- 1— Ä«^"  2 

Nun  hat  man  aber  aus  bekannten  Formeln  über  die  elliptischen 
Functionen 

I  ((x'-\-(i'x]dx  iTta       Lr 

j_^\—Px'Vx-i—x-l—k*x^^^~^'^' 

f  [a'-{-ß'x)  dx  i;ra 


die  Periodicitätsindices  der  Argumente  2^  und  r   drücken  sich 

ssei 

dx 


also  durch  bestimmte  Integrale  folgendermaassen  aus: 


•  und 

/'  I 


,1-      •  I  r'  ci'+S'x.dx  1 

0  =  2  hm  /.  =  )(  ■   I  ^'^    '       !■ ; 

■     |./^    Vix,k,l,tii\ 

i^  =  2  lim  ;A  =  ,,)     ra'+ß'x)dx     ; 
^^  ^  j  l"'''[a+£x}dx 

„,.     ,.  J  (""{a+ß'x'idx 


0  =  21im!>.  =  £1  {  I      ■"  '  ''~'    ^  ;   und 
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8. 

Vor  Abschluss  dieses  Gebietes  miiss  ich  noch  eine  wich- 
tige Bemerkung  machen.  Bezeichnet  man  den  gemeinsamen 
Nenner  der  Ausdrücke  27^  mit  t  u^v-^  so  können  sie  auch 
folgendermaassen  geschrieben  werden: 

.    2m  +  »K' 

*''     4K     ,/     ,    -^^       ,    i^ct       in:\ 


\kll  Vx^^x^_ 


t  iW,  v) 
2u  +  iK' 


le  ^|e<-hK-fiK,?;-f--^4-  — 


t[u,  i; 


i  —  k-x,  .  \—k-x. 


t  ez  +  K,  c) 


wo  X',^=  1  — /c;-,  /i"=  1  —  /^  /.^.-=:/r  —  /.-;  und  man  sieht, 
dass  die  Zähler  der  drei  Ausdrücke  aus  dem  gemeinsamen 
Nenner  t{u^  v]  hervorgehen,  wenn  man  in  ihm  die  Argumente 
zi  und  V  um  die  Hälften  ihrer  conjugirten  Indices  vermehrt, 
abgesehen  von  einem  einfachen  Factor.  Da  es  aber  drei  Paare 
conjugirter  Indices  giebt,  385]  so  erhält  man  aus  t  ,w,  v), 
wenn  die  Vermehrung  der  Argumente  u  und  v  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  ausgeführt  wird,  im  ganzen  2^ — 1  =  7  neue 
Functionen,  denn  so  gross  ist  die  Zahl  aller  Combinationen 
ohne  Wiederholung  der  verschiedenen  Klassen,  die  man  mit 
drei  Dingen  machen  kann. 

Dividirt  man  diese  sieben  Functionen  durch  tiu^v)^  so 
ergeben  sich  ausser  den  drei  Quotienten,  welche  die  zwei 
Glieder  der  Gleichungen  '31;  bilden,  noch  vier  weitere,  welche 
sich  indessen  weniger  einfach  als  jene  durch  x^  und  x^_  aus- 
drücken, trotzdem  sie  von  u  und  c  durchaus  nicht  complicirter 
abhängen.  Zur  Aufsuchung  ihrer  Werthe  in  x^  und  .r,  kann 
man  sich  entweder  des  ^^e/'schen  Theorems  über  die  Addition 
von  Integralen  bedienen,  oder  der  oben  gegebenen  Formeln 
über  die  Functionen  0-  w' ;  man  findet : 


^tforLT   ui'X'Uiiai 


^t{u.r-i-fj 


V  X:  l—ÄV^i  .<r^ .  l — x^'  l — k*x^ ip  1 — /.-.fj  •  \  x^-  i — J'^  •  i — ^•-.^•^ 


2ii  +  iK' 


.   '-^     IKK 


-^(«  +  ^K',.^^) 


(31)^ 


/  (m,  V) 


1  i/X:  1— /.*a:^Vl— ar^-a:,-I— X;»3-^i;:l— A^^-,-]/!— ar^-g^- 1— A;^a 
'/fc^   A^  x^  —  x, 

M  +  'K' 

4KK      ,/        ,    T'    I       u"  I     ^''^^A 


.    2«  +  «K' 


tiu.v) 


1_1— /.-.r,]  1— ^•«a;,.^-, -1— ^,  z^=  l_/.-.rj  Yl— Ä*a-, -.r, -1— . 


'  Ä.VÄ:^  -^-  —  ^1 

und  ebenso  erhält  man  ausser  der  oben  gegebenen  Gleichung 


386 


(32) 


die 

;  drei  folgenden: 

Vk 

r— -yVl— ;.V. 

•1- 

9. 
10. 

—  Va:,.l- 

r 

-•^i 

•1- 

-k*x^qiVx^'\'-x,'\-' 

■k^x, 

x^—x, 

2  0{a)6{u] 

-7V^^' 

•1- 

-k' 

\-\-x^=pyx^-i~k^x^ 

■i—x 

/.  a-. 

x^  —  x, 

2e[a)6,[u, 
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20[a)e^[u] 

~~    J{o)t(u,vy 

Diese  elf  Functionen  zu  drei  Perioden  haben,  wie  man 
sieht,  eine  analoge  Form,  wie  die  einfach  periodischen  Kreis- 
oder Exponentialfunctionen.  Die  Form  der  sieben  ersten  ent- 
spricht der  der  trigonometrischen  Tangenten,  und  die  der  vier 
letzten  gleicht  der  Form  der  Secanten. 


Capitel  II. 

Neue   Reihen,    deren   Quotienten   die    gesuchten 

Functionen  zweier  Variablen  mit  vier  Perioden 

bilden. 

1. 

Die  Reihe  '^^^  [v]  hat  die  Form 

sie  setzt  sich  also  zusammen  nach  einem  klaren  und  einfachen 
Gesetz  aus  Functionen  von  der  Form  e'  -f-^"^  und  einem 
Modul  q.  Nach  einem  ähnlichen  Gesetz  habe  ich  Reihen  zu 
zwei  Variablen  gebildet  vermittelst  Functionep  von  der  Form 
e^d-^[w-\-A.qzpe~^d'y'\W  —  A,  ^j,  welche  wir  soeben  als 
Zähler  und  Nenner  der  dreifach  periodischen  Functionen 
gefunden  haben,  und  mit  Hülfe  eines  dritten  [387]  Moduls/;, 
indem  wir  darauf  Acht  haben,  dass  die  Quotienten  zweier  be- 
liebiger so  erhaltener  Reihen  in  Bezug  auf  die  Argumente  r 
und  w  eine  vierfache  Periodicität  mit  conjugirten  Perioden- 
indices  zeigen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  zu  dem  Ende  diese  neuen  Reihen 
von  der  Form  sein  müssen: 


lieurg  iiD^oiihiim. 


»1  =  1 

»1  =  +  X 

=       i:     ;V"'  («- """  ,'^,.  (?r  -f  2  w  A ,  «7) , 

Hl  =  —  X 

WO  r  ein  beliebiccer  der  vier  Indices  0,    1,   2,   ;i  ist. 
Die  vier  Keiheu  «'/,- (?r,  </;  sind  von  der  Form 


n  =  +  aD 


,  an^  +  tii  ^- , 


WO  f/  =  log  q  lind  />  und  r  lineare  ganze  Ausdrtiokc'  in  ir  sind. 
Ebenso  werden  die  neuen  Reihen,  sechzehn  an  Zahl,  wie  wir 
in  der  Folge  sehen  werden,  alle  umfasst  von  der  analogen 
Form 


33^ 


»i  =  +  iJD    n  =  +aD 

V  V  o,„?  -f    -^i,?^  ■•;,l,l   -ffT/;|  4- f)|  +   T 

»I  =  —  X     »I  =  —  CO 

wu  (r  =  log/>,  ß  =  log  q,  ;'  =  4  A  und  (),  * ,  -'  lineare  ganze 
Ausdrücke  in  t  und  w  sind,  wie  schon  weiter  oben  bemerkt. 


Icli  gehe  aus  von  der  Reihe,  die  aus  Formel  (33)  ent- 
steht, wenn  man  dort  J=0,  (^=2Y',  ;=  2  ?^5  setzt;  oder 
aus  :  32)  für  r  =  3 ,  und  ich  [388]  bezeichne  sie  durch 
f/,  3  c,  ic^p^  </,  A)  oder  einfach  durch  (p^  3  r,  ?/;),  wenn  man 
nur  Functionen  derselben  Moduln  p,  q^  X  betrachtet. 

Nach  dieser  Festsetzung  hat  man 

»l  =  +JO 
»/J  =  — X 

»»  =  +x, 

»I  =— X 

oder  auch 


f34^ 


»n  =  +  x  n=  +  x> 


2.    r/33(p,M: 
und  folglich 

'' '  (f.-,  [iv,  hi:  =:  1  +   i:      i:    2/?'"-'  <7»'  {6>  '"'"-^  cos  2  (?« r  -|-  7iw) 

{-  6'  -  '  """^  cos  2  [mü  —  «e<j) } 


»J  =  — X  >l  =  — X 

»1  =  X  tl  =  X) 
V  V 

m=  \  »1=1 
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Damit  die  Reihe  r/^3  3  ü.  ic]  convergirt.  genügt  es,  dass 
log/;,  log  </  und  4A"  —  log/;  log  (/  oder,  wenn  sie  imaginär 
sind,  dass  ihre  Moduln  negativ  sind. 

In  der  That,  da  man  hat 

,    ,        A        'mlog;?  +  2??.A;*       w*[log/)log^  — 4  A- 

m^  log  ü  4-  n  -  log  ^  -f-  4  mnk.  = j '    H ,     ^ 

^^  '  °^  log^  log/? 

'?2log<^-|-2mA)*       m*  (log/;  log  5^ — 4A* 

~~  ^ogq  logq 

folglich 

fmlog;?  +  2wA)'-          (wlog5'  +  2wA;* 
mMog/;  +  .rlogj  +  4;;37^A=       ^7—^+     ^ 21ogY~ 

_log/?logy  — 4A*   ,       logT^og^— 4A'- 
21og^  2  log/; 

so  kann  man  die  Reihe  rp^  3  [v,  w]  aus  dieser  anderen 

,  _        ,log/)log?  — 4A2  „logplogy  — 4A2    ,  „ 


»n  =  —  ac   >*  =  — cjo 

logplog?  — 4A-  ^  I  ]og;jloff5'— 4  A- ' 


(\ogp]ogq  —  4A"-\  I 


[389]  ableiten,  indem  man  hier  das  den  Indices  m  und  ?i  ent- 
sprechende Glied  multiplicirt  mit  der  Grösse 

fjnlo^g/)  +  2nAp        («logg  +  2mA)2 


2logp  21og? 

nun  ist  aber,  wenn  log/;,  log  ^  und  4A"-  —  log/?  log  ^  ne- 
gativ sind,  diese  Grösse  immer  kleiner  als  die  Einheit*  und 
gleichzeitig  convergirt  die  vorstehende  Reihe  für  alle  endlichen, 
reellen  und  imaginären  Werthe  von  v  und  tv\  folglich  wird 
in  diesem  Falle  die  Reihe  <^3  3  (t* ,  w)  noch  viel  rascher  con- 
vergiren. 

Nehmen  wir  also  an.  dass  die  drei  Grössen  log  /;.  log  rj. 
4A*  —  log/?  log  ^  immer  negativ  sind,  so  hat  die  Reihe 
^3  3  [^'  ^''")j  "^^'^^  ^^^'  soeben  gesehen  haben,  einen  einzigen  end- 
lichen Werth  für  alle  endlichen,  reellen  und  imaginären  Werthe 
der  beiden  Argumente  v  und  u\  Ich  bemerke  noch,  dass 
die  Reihe  sich  für  A  =  0  auf  das  Product  &^  [f^,  p]  ^3  (?<^,  ?) 
reducirt. 


*)  Ausgenommen  für  m  =  ;?  =  o,  wo  sie  der  Einheit  gleich  ist. 


;Ho  Georg  l\o^ellll»iu. 


Die  Reibe  (/>,  ,  (r,  tc)  ist  eine  doppelt  periodische  Function 
von  c  und  w  mit  den  conjugirten  Indicespaareu  iVr,  o  und 
r>,  i.T\  denn  man  hat 

'/3.3'v'^'  ^^-i-«*'t   =9)3.8  ('%'^V    I 

wo  (/  eine  beliebige  franze  Zahl  ist.  Die  Beziehung,  welche 
hier  zwischen  den  vier  Periodicitätsindices  statt  hat,  giebt 
dieser  doppelten  Periodicität  keinen  speciellen  Charakter; 
denn  substituirt  man  v  =  ai\ -{- bu•^,  w  =  rv^  -{- clw^  ^  so 
kann  man  die  vier  Constanten  a,  by  r,  d  so  bestimmen,  dass 
die  vier  Periodicitätsindices  für  die  transformirte  Function 
gegebene  Grössen  sind. 

[390]    Multiplicirt   man  nun  die  Function  cp^  ,  (ü,  w)  mit 

t- 

e^^^^y  80  zeigt  das  Product  noch  eine  doppelte  Periodicität, 
aber  seine  Paare  conjugirter  Indices  werden  log/?,  2A  und 
o.  irr  sein;  denn  man  erhält 

m=+<x>     ; i— 

m  =  —  30 

und  diese  Function  verändert  sich  nicht,   wenn  man  an  Stelle 
von  V  und  tc  setzt  v  -f-  log/?,  w'  -f-  2  A,  oder  r,  w  -{-  irr. 
Ebenso  sieht  man,  dass  die  Function  von  v  und  2ü 

>i  =  —  ao 

doppelt  periodisch  ist  mit  den  Paaren  conjugirter  Indices 
i.T,  o  und  2  A,  log  q. 


4. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben 

^/',,,{«',^;  =  ^n3{(^+/^log/^-i-2;/A),(tr-|-2^A   h/log^)}, 
wo 

M  =  /^»  log/;  -f  ^-  log ^  4-  4 ß'/A  -i-  2  /^^r  -U  2  ;/e(j , 
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und  ß  und  y  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen;  ich  stelle 
mir  die  Aufgabe,  die  einfachste  Function  von  r  und  w  zu 
finden,  welche  multiplicirt  mit  (p^^  (^%  ?^)  das  Product  doppelt 
periodisch  macht  mit  den  Paaren  conjugirter  Indices  log/?,  2  A 
und  2A,log(7.  Bezeichnet  man  diesen  Factor  mit  e/t''«'),  so 
sieht  man,  dass  _/'(ü  ,  tf)  nur  die  Form 

f[v ,  tc)  ^=  avr  -\-  hvr  —  \ct V' 

'391]  haben  kann,  denn  er  muss  unabhängig  sein  von  ß  und  y 
und  der  Bedingung  genügen : 

/{:^+/:?log;?4-2/A),  [w-Yy\^%q-\-'lß^^)—f't,xo) 
=  ^iMog^-hr'log^  +  4/:?/A  +  2/?r  +  2  7z^-. 

Diese  Bedingung  giebt  zur  Bestimmung  von  r/,  h,  c  die 
Gleichungen : 

a(/ilog/?  +  2/A)  — 2c(/log^-i-2,^A;— ,i  =  0, 
h[y\o^q+2ßX)  —  2c[ß\o^p^2yA)  —  y  =  {i, 
[ß\o%p-{-'2  yA]  {a  [ß\osp-\-2  yA)  —  2  c  ylogy  -f  2  ßA—ß} 
-\-[ylogq-{-2ßA){b(y\ogq-i-2ßA—2cßlo-p-^2yA—y]=0, 

deren  dritte  aus  den  beiden  ersten  hervorgeht.  Da  sie  un- 
abhängig von  den  Werthen  von  ß  und  /  erfüllt  sein  müssen, 
so  erhält  man  aus  ihnen: 

«log/?  —  4  cA    =1,        hlogq  —  4cA    =1, 
«  A       —  c  log  ^  =  0 ,        LA      —  c  \ogp  =  0 , 


foldich: 


—  logg  7  _  log /> 


log^  log^  —  4A*  '  logj9  logy 4A-  ' 

A 


und 

(38)  f'r,w  = 


log;?  log^  — 4A-' 

ü*  log  q  4-  w'  \ogp  —  4  Aviv 
logp  \ogq  —  4  A- 


Man  erhält  die  Function  y[y ,  ^ü'  unter  einer  andern 
Form,  wenn  man  direct  der  in  der  analytischen  Geometrie 
angewandten  Methode  folgt,  um  den  Coordinatenanfangspunkt 
von    einem   beliebigen   Punkt   der   Ebene   in    den   Mittelpunkt 


Ooorg  Rosouhain. 

einci  Kcgelsclniittes  zu  verlocken.     Man  hat  dazu  nur  zu  setzen 
fi-{-y  —  V  und  y -\-vf  —  w  für  ,i  und  /  in  dem  Ausdrucke 

.i*  log;?  +  yMog  y  +  4  ^;/ A  4-  2  /i?  t'  4-  2  yw 

[392]   und   in  der  Entwickelung   nach   Potenzen   von  [ß  -f-  v), 

';'  -J-  w    dann  v  und  w   so   zu   bestimmen,    dass   die  mit  den 

ersten  Potenzen  multiplicirten  Glieder  verschwinden,  v  und  w 
müssen  also  den  Gleichungen  genügen 

V  log  p  -f-  2  w  A  =  r 
w  lüg  y  -}-  2  V  A  =  ir  , 
woraus  folgt: 

rlogy  —  2  Ate  w\ogp  —  2  Ar 


V  = 


log/>  logy  —  4A*  '  log />  log «7 — 4A*  ' 

und 
,:^*log/)-|-7*log^-|-4/:?yA+2/^ü-|-2;/2^-|-v*log/?-|-w'log<7-l-4Avw 

=:(/S  +  v)Mogio  +  (y+w:iMogr7  +  4A^/!y  +  v)(;/  +  w); 

denn  man  hat 

/•  V  -p  ?rw  =  V*  log;;  -|-  w*  log  y  +  4  A  v  w . 
Also  hat  man  auch 

v^  log  Q  -\-  w"^  log  p  —  4  A  ü  ?/• 
logyj  logq — 4A* 
setzt  man  also 

F  V .  w  =  V-  log;;  -\-  w'  log «;  +  4  A  v  w , 
80  hat  man 

fv  +  ?rw=/(D,  ?^?)  =  F(v,  w), 
nnd 

;:?Mog;;H-;'Mog(^+4/?/A+2,^ü-f-2/w^=F(v+/?,w+/)-F(v,w) 
daraus  folgt: 

»n=4-oo  n=+<x> 
(39)  C^^'-"'lr/>,  j^t?,tr)=      2L  1        ^/{it  +  tn]og}.  +  2nA),{tc-\-n\ogfj  +  2mK)] 

m=— ao  «= — 00 

'40)    =e^"-''Up^^V,w]=      1  1        gFfv  +  m,w  +  «) 
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[393]  wo 

vlog/;  -{-  2  Aw^^  r, 

w  log  ^  +  2  A  V  =  w , 
und 
(43)  /(»,«') 


(41 


V  log  (/  —  2  A  w 
log/;  logy  —  4A* 

tü\ogp — 2  Aü 
log/;  log^  —  4A* 

ü*  log  </  +  ?^'* '  og  /;  —  4  A  ü  ?6- 


w 


(42) 


log/?  logy  —  4A* 
=  F  (v,  w)  =  v-log/>-f- wMogy  -\-  4  Avw  . 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  e-^^^'*'"^  ff 3^3(1^ ,  to)  eine 
doppelt  periodische  Function  von  v  und  tv  ist  mit  den  Paaren 
conjugirter  Indices  log/;,  2A  und  2A,  logy;  in  v  und  w  aus- 
gedrückt werden  die  Paare  conjugirter  Indices   1,0  und  0,1. 

Drücken  wir  noch  e-^'^"'"'^  ^3  ^[v^tv]  in  v  und  w  und  in 
w  und  V  aus;  man  hat  nach  den  Formeln  (41)  und  (42): 

__   vf'        log/;  log  (^— 4 A^    , 

=  \ r~^ V-  =  N  [w,  VI , 

log<^  logy  V    >    yj 

folglich 

(44)   e'-'^  '-'^  ^P.AvM 


n=+^      l^i^J^i=iA^w  +  ,.p     ^^1^ 


logp 


logp 


d';^{v-\~2nA,pj 


to-         logp  logg  — 4  A2   ^ 

(45)   e''^'^  ^'^P 


fpz,z\^i 


10] 


m  =— oo 


worin 

(c  +  2nA)2 


e 


logp 


(jp  +  2mA)2 

^3{r4-2^^A,/;}  und  e'~''^'^~ ^^{w-{-'l7nX,q}  , 


[394]  für  ihre  Werthe 

Ostwald'ji  Klassiker.  65. 


'"•"'  und        ^      r  "■'«» 


gesetzt  sind.  Man  sioht  also  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
doppelt  periodische  Function  <''^''  "'«/'s,,  (r,  w)  ausgedrückt  in  v 
und  w  die  Paare  conjugirter  Indices  log/>,  o  und  '2  A,  l  hat;  dass 
alter  die  Taare  conjugirter  Indices  log</,  o  und  2  A,  1  werden, 
wenn  man  sie  als  Fiiuetiou  der  Argumente  ic  und  v  betrachtet. 


Man  kann  sich  der  beiden  letzten  Formen  von  <'^(''")  (jp,  ^[v^w] 

bedienen,  um  die  Beziehungen    aufzufinden,    welche   zwischen 

den   Functionen   r/),  ,  mit  reellen  Argumenten    und  denen  mit 

Argumenten    von    der  Form  ic,  tc  oder   von  der  Form  r,  iio 

bestehen.      Die   erstere   erhält    man   durch    Entwickelung   der 

Form  (44)   nach   dem   Cosinus   und  8inus    der  Vielfachen   des 

2  V  :t 

Arguments ,    in    Rücksicht    auf   welche    allein    dieselbe 

log;?' 

einfach  periodisch  ist  mit  dem  Periodenindex   2  7f;    und    man 

hat    ebenso    die    andere    Beziehung   zwischen    den  Functionen 

r/^3  3  mit  reellen  Argumenten  und  denen  mit  Argumenten  von 

der  Form  r  und  iw  durch  Entwickelung  der  Form   (45)  von 

e/(rt«')(r)      (p   w\  nach  den  Cosinus  und  Sinns  von  , .  Aber 

eine  dieser  Entwickelungen  genügt,  da  die  andere  durch  Ver- 
tauschung  der  Argumente  t  und  w  und  der  Moduln  /-»  und  y 
unter  einander  aus  ihr  hervorgeht. 

Durch  Combinaticm  dieser  beiden  Beziehungen  leitet  man 
die  Formel  zur  Reduction  der  Functionen  r^,  ,  [vi^W]  mit 
Argumenten  von  der  Form  iv  ^  iw  auf  die  mit  reellen 
Argumenten  ab  und  diese  letztere  muss  dieselbe  sein,  wie 
die,  welche  man  durch  Entwickelung  der  Form  (40)  von 
e'/<f.")  ,y,^  ^  5P^  7/;)  nach  den  Functionen  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  von  2v;r  und  2w7r  findet. 

[395]  Man  hat  also  nur  die  Entwickelung  einer  der  beiden 
Fonnen  (44    und  ^4.'/   aiiszuführen :  nehmen  wir  die  Form  (44). 

Man  erkennt,   dass,   um  hier  die   Entwickelung  nach  den 

2  r  ;i 
Cosinus  und  Sinus    der  Vielfachen  von    ,         zu  erhalten,  man 

log;> 
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rt'4-'2«A)2 

in  dieser  Weise  nur  die  Function  e  '^^^  d-^[v-\-lnK^p]  zm 
entwickeln  bat,  und  dass  ibre  Entwickelung  allein  nach  Po- 
tenzen der  Cosinus  der  Vielfachen  von         — *" — —  2  rc  läuft. 

log  /; 

Diese    aus   der   Theorie   der   elliptischen    Functionen   be- 
kannte Reihe  wird  durch  die  Formel  dargestellt: 

e [iu  +JM)  _  i/Ä  ■^' ö^i^^+K',^ 

sie  wurde  von  Jarohi  in  seinen  Fiindamenta  nota  (S.  1G5) 
entwickelt  und  kann  mit  Hülfe  der  Formeln 

TL  jC 

in  die  Form  gebracht  werden 

6  (iu  H-  K,  /cj  =  y  ^,  e'^^'  ß  [u  -{-  K\  k'] ; 

oder  nach  unserer  Bezeichnung 

K 
K 
oder  auch 


eAi^.^i=V^>e''''''d,[u,k'] 


^^  ^3(w,A-;i  =  |/—  o^iu.k 


Setzt  man  endlich  — —  =  v ,    ——7  =:  c  ,  log/>  = — - 

2  K  2  K  K 

log  p  -.=  —  -„,  ,  so  erhält  man 


(46)  e'''^^,{v,p]=y-^^l>,[iv\p'), 

[396]  wo 

,            ,      ,                           -,                ,            /CD                              TIC 
log  p   •  log  p  =  11-,         V  =  , ,         ü  = ,  . 

log/?'  log/? 

3* 


Mi  (ieorg  KoHCuhaiti. 

Mit  Hülfe  dieser  Formel*)  (46)  erhült  man  aus  den  Glei- 
rhuiifTtMi     M     und     1.'/   die  beiden   foltjeiKlen   .*^iitze: 


LrliisMt  /    1. 


!•*")  <-'"*' ^3, 5  (''»'^/^y^A)—  j/  — ^^^'^^^,|.^^//r',7r',/7',7',A'; 


log  q  log  q 

log»  log ö  — 4  A*      ,  log  ü' log  v'  —  4A'* 

log  q  =  ,    ^ .   log  V  =  -    ^     ,    ^  , 

log/?  log/? 

♦)  In  seinen  Vorlesungen  hat  Jarohi  d'w  Formel  (10)   aus  der 
Knt Wickelung  der  Reihe 

,„  =  +  ^    (r+mlog;,)^ 

Ml  =-  —  or 

2  71  r 

nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von, =2/;'   hergeleitet.     Der 

log/? 

Coefficient  von  2  c(»8  2nv'  ist  bekanntlich  gleich 

—  Im  j  c  ^'^  COS  2;u'.f/r', 

,'o  — '2.7 

wo  a  eine  beliebige  fTfösse  ist.  Um  den  Worth  der  Summ«;  dieser 
Inte/.'^rale  zu  finden,  überträgt  er  die  Summirung  auf  die  Grenzen, 
indem  er  in  dem  (ilicde  mit  Index  m,  2x  an  Stelle  von  2v'-j-2mn 
setzt.     8o  erhält  er  für  diese  Summe  den  Werth 

logp  _ 

1  I     ■  — xt         l     'Initr.     l 

dx 


I  e  COS  2 nxdx  =      __=  I  e        C08{— =-> 

2^J_^  r-iog/?J_^         Iv-iogp) 

^  V       log/> 


^       g'ogP 


folglich 
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A'  = 


ijtk. 


iA  = 


7t  A 


log/? 

71  V' 

logp' 


V  = 


logjo'  ' 

10  log  p  —  2  At? 

\ogp 

tv\ogp'  —  2iA'v 

log/?' 


[397] 


[48)  ^•^^'V/)3,3(^^^',/^ 


Lelirsatz  II. 


,(j,A)=y  —  ^^^^(p,,{v^,nv^,p,,q,,A,), 


wo 


log^  .logf//  =  7r 


,__log/?  log^  — 4  A-     \o^p^\osq^  —  AA^^ 


\ogp 


log  /;  log  ^  —  4  A- 


iTtA 


71  ZV 


%C,  = 


iog/->i 
log/?i  log^i  — 4A,- 

V  log  y  —  2Aw 

log  5' 

log  ^i  '  '"^  ~  l^g  ?i  '  '  log  q, 

Setzt  man  endlich  2^',  iio\  /?',  ^',  A'  an  Stelle  von 
r,  w^  p^  q^  A  in  dem  zweiten  Lehrsätze  und  combinirt  ihn 
in  dieser  Form  mit  dem  ersten,  so  erhält  man  den  folgenden 


*        log^  '  *        log^  ' 

7Tti\ 


ix-  ^^' 


tu  = 


Lehrsatz  III. 

[49)      e/('''"''P'9'^)f/;3.3(ü,  w,p,q,  A] 

7C 


yiog/?  log  5'  —  4  A- 


wo 


log/i  •  log/?/ =  log  ^  •  log^,'  =  7r-— 4  AA/ 
[398]  oder 

log/?  .log/?/-f-4AA/  =  log(/  •  log  ^,'4-  4  AA/=/c-, 
Alog/?/-h  A,'log^  =  0 


38  (ieorj::  HostMilmiii. 

.    ^  ^  >  __  rrMog  y  ^     ,_  rr*  log  p 

^^ '^'  ~  U»?  />  log  <j  —  I  A^  *  '»^  V,  —  ,;^^  ^;  j^^g  ^~:,  j^^  , 

'  log  p  log  y  —  4  A'  ' 

,  rrMogy/  ,  /f*loo:«' 


log/),'  logy/  —  4  A,'*  '        *  ^        l«.g/;,'  logy,'  —1  A,'*  ' 

A=-  -^''''^' 

log;^/log<//  — 4  A,'- 

, r  \og  (j  —  2A?c  ^ ?rlog/?  —  2At? 

*  log y;  log  y — 4  A*    '      '  ~~'      log/)  log ^ — 4  A*    ^ 

^  ^  ^  r , '  log  y^'  —  2A/M-, '       ^^  ^  ^^  2<;/log/)/  — 2A/t)/ 
log/?,'.logy/  — 4A,'*'  log/;/ log y/  — 4  A/*' 

r=-^|  loc./>4-OA^,  ?r  =  ^logy +  2A-'^. 

r        ?/* 
Da  nun     — ,      '    j^eiade  die  Fuiictiuueu  von  r  und  iv  sind, 
;r       ;c  ' 

die  ich  oben  mit  v  und  w  bezeichnet  habe,  so  sieht  man,  dass  der 

letzte  Lehrsatz   in   der  That  die  Entwickelunj;  der  Formel  (40) 

nach  Cosinus   und  Sinns  der  Vielfachen    von  2  v/r  und  2  w/r 

giebt. 

Die   Formeln    der    drei    vorstehenden    Tvi^hrsätze    sind    so 

angeordnet,    dass    sie    deutlich    ihre    IJmkehrbarkeit    erkennen 

lassen.      Man  kann  hier,   ohne  etwas  zu  ändern,   für  log/?,  log  y 

ihre    vollständigen    Wi*rthe     logy>  -|-  2 //?*//,    log  y  -|-  2//'^;/ 

setzen,  ja  sogar  log/?  +  ! 2  //  -j-  1)  tVr,  log  y  +  (2  |i'  +  1)  eV, 

ij'C  71  i 

wenn  man  nur  zugleich   /'+— ,  ^' +  "^  für  r  und  ?/'  setzt; 

auch  2A  kann  in  allen  den  vorstehenden  Formeln  um  vijt 
vermehrt  werden,  ohne  dass  sie  ihre  Gültigkeit  verlieren, 
wobei  //.//.  V  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten.  Sub- 
atituirt  man  also  in  den  Formeln  der  drei  vorstehenden 
Lehrsätze    log;;  +   «^Vr,    log  y  +  ^u'tVr,    2  A  -|-  virt  für 
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;;,  y,  [399]  2  A,  und  beaclitet,  dass  man  zugleich  ?;  -f-  —    für  c 

t  jC 

3etzt,  wenn  n  ungerade  isf,  und  xc -\-        für  ?r,    wenn  e3  /(' 

ist,  so  erhält  man  allgemeinere  Theoreme,  welche  mehrfach 
wiederholt  alle  die  verschiedenen  Formen  geben,  die  eine  und 
dieselbe  Function  (p^^  (ü,  lo)  annehmen  kann.  Aber  die  Zeit 
mangelt  mir,  um  dieses  Gebiet  weiter  zu  behandeln,  und  ich 
muss  mich  auf  die  gegebenen  Formeln  beschränken,  deren 
man  sich,  wie  man  sehen  wird,  bedienen  kann,  um  von  der 
analytischen  Transformation  der  Function  r^g  ,  {v,tc)j  welche 
von  der  Theilung  des  Periodenindex  i;c  abhängt,  zu  den 
anderen  überzugehen,  welche  von  der  Theilung  der  anderen 
Indices  abhängen. 


6. 

Die  Function  (p^^^^^o^iv)  hat  mit  der  Function  0-^iv)  die 
Eigenschaft  gemein,  dass  die  Potenzen  und  die  Producte  einer 
beliebigen  Anzahl  dieser  Functionen  linear  durch  Functionen 
derselben  Form,  aber  mit  verschiedenen  Moduln  ausgedrückt 
werden  können.  Um  diese  Ausdrücke  zu  finden,  bilde  ich 
das  Product  der  7i  Functionen  (p^,^[i>  -\-  (-ihi  '^^  ~^  ^h)^  welche 
den  n  Werthen  1,  2,  3,  ...  .  ?^  des  Index  h  entsprechen:  be- 
zeichnet man  durch 

'  n  S/^  das  Product  S,  •  S,  •  S3 S„_i  •  S„ , 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung 

m  =  +  JD 

=      2       ;;"'-'e^"'  (^'+  «/.)  ^3  [u:  -+-  bf^  -f-  2  m  A ,  7} , 

n»  =  —  c» 


das 

gesuchte  Product 

(5U) 

X  'n"^3{?rH--^/, +  2w/,A,7} 

40  (JooriT  K(»8enliain. 

400,  wo  die  Siiimiu'  über  ullo  positiven  und  negutivcn  Wortlie 
der  n  ganzen  Zalilcn  m^,  f?»^,  .  .  .  .,  7«^  ansgodehnt  werden 
mnss.  Die  Hildnng  des  gcsucliten  Pioductes  liilngt  also  ab 
von  der  des  folgenden 

Um  dies  als  lineare  Functiun  von  Transcendenten  der 
l'ortn  Uj  auszudrücken,  bediene  ich  mich  der  elementaren 
.Methode,  deren  IVincip  Jarohi  in  dem  oben  erwilbnten  Hriefe 
an  Ilt/rnife  auseinandergesetzt  bat  (s.  Journal  für  Mathematik 
von  Crtlh\  Hd.  XXXII,  8.  17(1),  und  ich  muss  erwähnen,  dass 
ich  erst  nach  Kenntnissnahme  dieses  Briefes  den  Ausdruck 
des  behandelten  Productes  gefunden  habe. 


Man  hat 


n  ^3 


(51)        n    ^Jic->ra^.u 


—  V(/ "•''+"'''  +  •••  +  '",i'  f?2('"i  +  '"=  +  •••  +  '»„)"' +  '■^("'1  «I  +»"2"--'4-  •  •  ■  +»»„«„) 

wobei  die  Summe  über  alle  ganzen  Werthe  von  ?«, ,  7/?^, ,  m„ 

auszudehnen  ist.     Seien  nun  //,,  //^, //„  beliebige  ganze 

Zahlen,    nur  der   einen  einzigen  Bedingung  unterworfen,    dass 
ihre  Summe  positiv  und  kleiner  als  n  ist;  seien  ferner 

I  " ,       +  /^       + h  /^J       =  -  /'/(       =  « 

.'^  «4  +  /'i  "i  H f-  l^n  "u  =  -  /'/,  «/,  =  ^'a  » 

und  a  <^?i,    und  setzt  man  ;;?/,  =^  /</, 

7/i^       -f- w^       +  •  •  •  +  w„       =^  lm/^       =a    -\- 7ib 

;/»,  «,  4-  w,(/,  H h  ffffi^^'n  =  -''^/,«/<  =  ^'a  +  ^^s, 

wo 

«  =  «,  -h  «1  +    •  •  •  •    +  '^n^  ^"h  • 

401]    Durch  Substitution  dieser  Werthe  wird  das  zweite 
Glied  der  Gleichung  (51) 


so   ist   «  ^  o,  und  a  <^  w,    und  setzt  man  ;;?/,  =^  fif,  -\-  b^   so 
wird 
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ö  =  «  —  1  b=  +  (30 

V        p    ß2au<       V       quI- ß1b(nu-{-r.+a\ogq) 
(1^=0  b  =  —  x> 

=  "  ~1      P,,  e'' «"  ^3  {n  IC  4-  6-  +  «  log  ry ,  q-} , 

a  =  o 
WO 

P,,=  S^y^a6^2/.„  3^  V^^^a,2  +  ,u,2...  +  .„,;-'^2(»ia,+«2«2+...  +  ,^„«„)^ 

und  wo  die  letzte  durch  ^^  bezeichnete  Summe  über  alle 
Systeme  von  ?i  Zahlen  //,,  /<^,  .  .  .,  «„  zu  erstrecken  ist,  deren 
Summe  gleich  a  ist.     Man  findet  also 

\lt  =  \  a-o 

und  indem  man   hier  ?r  + für  zv  setzt 


;54)  {'nV,{.<.+«/,  +  ^^',?} 

lakin 


=     1     PflC    ''     e'^""-d'^{jiic^s-\-a\ogq.q''}. 

n  —  o 

Diese  Formel  stellt  ein  System  von  w  linearen  Gleichungen 
in  Bezug  auf  die  n  Functionen  i)^^  [mc  -\-  s  -\-  a  log  q,  ^")  dar. 
entsprecliend  den  7i  Werthen  0,  1,2,...,??  —  1  von  k  und 
das  System  der  inversen  Gleichungen  ist  nach  den  bekannten 
Eigenschaften  der  Einheitswurzeln  in  der  Formel  enthalten: 

(55)  ?^Pae^""  i9-g  [7nv-\-s-\-a  log  q^  ^"} 

,  ,         2  tat  TT ,  _  . 

Setzt  mau  hier  w  =  0  oder  gleich  einem  anderen  con- 
stanten  Werthe,  so  hat  mau  die  Coefficienten  P^,  ausgedrückt 
durch  Functionen  1^3  mit  coustanten  Argumenten. 

l402]  Mit  Hülfe  der  Formel 

(56)  ?2j«'e2«"'^3{;i?6-H-a??log^,  ^"'} 

2  a  ui  i  7t 


m  =  n  —  1 
V 


7n  ?  /r 


^  '^3(^^'+   — — ,^), 


m  =  0 


welche  geradenwegs  aus  der  Definition  der  Reihe  0-^  [iv]  folgt 
und  die  in  die  Form 
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(57)     nq"*  e^«"".'!,  {///r-f-a  l(»o;  y ,  y") 


1 
m  i  ;i 


»,{"■+  ..  ,'/"} 


gebracht  wenlen  kann,   (Mitsteht  aus  iUt  (Jleicliung  (58) 
(581  n  n";/,  {«•  +  a„ . ,/}  ="    V     'q„,  ,r,  {>r  +  '^  +  "'y' ,  ,/', )  , 


_  'In  m  I  n  «*         "2 < 


Q,„-     i-     e        "     y    "«      "l'„; 


a  —  0 


und  wenn  mau  hier  w  -\ —  loff  v  au  Stelle  V(>u  vr  setzt,  so  erhält 

mau  für  die  //  Werthe  0,1,2 //  —  I  von  /•,  //  Gleichuugen 

von  der  Form: 

(59)  n'[\"^,{2V-\-a,,+  ^''  log.y,  rj} 

A  =:  t  » * 

Hl  =  0  '*  '»' 

deren  ?i  inverse  Gleichungeu  iu  der  folgenden  enthalten  sind : 

(60)  (l,„i^,{u,+  '-  +  "'ii',,/..} 

k  =  M— 1  -^  2k  h  =  n  /•  oe-ry 

aus  der  man  die  Werthe  der  constauten  Coefficienteu  Q„j 
ziehen  kann,  ausgedrückt  durcli  Functionen  .'>.,  mit  constauten 
Argumenten. 

Zu    den    letzten    Formeln    kann    mau    auch    kommen    mit 
Hülfe  der  Gleichung 


1^403    wo 

i;ctv       ,  ,        /  • 
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Transforniirt  man  mit  Hülfe  dieser  Formel  die  Gleichung: 


h  =  n 


m  =  n  —  1 
V 


WO 

«A  ==  — -[^^^        ^^'""*'     -/'/i«/i  =  ^'m'     -/^^==/7m' 
so  erhält  man 

h=  )t  )/!=><  —  1  S  771  i  't  ' 

//.    II   ^3  {w  +  «„ ,  ^}  =     ^      Q^j  ^3  {?r  +  ^  +     ^,-  ,  ^  « } 
und 

wo 


^772 


und  wo  die  mit  2^,^  bezeichnete  Summe  über  alle  ganzen 
Werthe  von  Wj ,  u^  '.  .  .,  u/^  auszudehnen  ist,  welche  der  Glei- 
chung luf^  T=m  Genüge  leisten.  Dieser  Ausdruck  ist  weniger 
complicirt  als  der  oben  gefundene. 

8. 

Mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  zwischen  den  Functionen 
d-^  erzielt  man  ohne  Mühe  analoge  Relationen  zwischen  den 
allgemeineren  Functionen  4041  (p^^^[D,  zc),  indem  man  genau 
dieselben  Ueberlegungen  anstellt,  die  zu  jenen  führten. 

Man  findet  so  zunächst  die  Formel 

h  =  n 

h  =  i 


=      1 


:£   A^  y^'^i^^+^^'x 


v./ 


der  Beziehung  (53)    zwischen    den   Functionen  d-^  [iv,  q)    und 
^3  (^^)  ?")  entsprechend  und  wo 
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(62)  A^,.,  =  v,,..e*-^ 

wahrend  die  durch  1„  ,    bezeichnete  Summe  iii»er  alle  ^.mzen 

WiMtlie  von  //,,  //^,  .  .  .,  //^,   >',  ,  j^ r„  uuszudelinen  ist, 

welche  den  Gleichungen  geniljj:en 

/^  +.",  4-  .  .  .-\-fi,,  =  ii      r,  -f-  r,  H-  .  .  .  +  r„  =y. 

Mit  Htilfe  der  drei  Lehrsätze,  die  wir  oben  ftlr  die 
Functionen  <p^^  mit  complementären  Moduln  p,  </,  A  und 
//,  (/.  A';  />,  y,  A  und  p^,  y, ,  A,;  />,  y,  A  und  //,,  </',,  A', 
gefunden   haben,   oder  auch  mittelst  der  Gleichungen 

k=t  -1  —IMi^  7  •  ' 

(63)  "v      ,        "     .r,,A'-+  ,",r.p",g';X} 

k  =  o  'i 

==  np^  ^ ^''^*  <?P 3 , 3  {w ^'  4-  /^  log /> ,  7iw-\-'lßk,  ;;".  y",  ;?  A} , 

/  =  „_!  _2i)25  ,.  1 

(64)  V     ,       «    ,^       {,,,,, ,  +  '_i£[:,^..yn^^j 

=  ?»y>''c2)ff  ^^_^^^  j,^,;_|_2  j/A,  //?r  + 7 log (/,/>",  <7",  wA}, 
b:.     1        1     e  '/'3.{^'H .w'4-       ^y>  .y  ,-} 

^A,:.  {''^*+/^log/?4-'-^yA,  w.?r4-2;yA  +  /'logy,/>»,  y»,  ;iA), 

[405j  welche  geradenwegs  aus  der  Definition  der  Function 
'/,  .,  resultireu.  zieht  man  aus  der  Gleichung  (61)  die  drei 
folgenden : 

h-%x 

(66)    ^II^y,^^{i-  +  ^/,,,  ic-^hi,,p,ii.K] 

*="-"=;•->                 i     ,^au^  hin        ,  Ibu  .  liic      i^      '-    A 
=    1        1    B*,/ 7^3,3  pH ^H ,?<?+    -^H-       ,;^'S^%-, 

A  =  M 

i=n—\ Y=n—l 

k  =  0        7  =  0  ' ' 

i  ^  fli,  /tl  TT  2  vA  ^  ) 

'f:  .  /^  -f-^'-  +  -^j h  -^  ,  ^^t^  -f-  ^h  4-  /  log  y,  />",  y",  A   , 
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h  =  n 

^=0  i=0  ' 


}Lbf^       li7C       ItiA. 


'P3,3  Y'^  +  ^(Ih  +  /^  log  ry,  2^  +  — ^  +  — -  +  ^,  ;,",  j",  A    ; 

WO  B/^.^;,  Cf-y,  Dy  /  Constante  sind,  die  von  den  Moduln 
Pj  q,  A  und  den  2?i  Incrementen  «/,,  bf^  der  Argumente  t?  und  w 
abhängen.  Man  erhält  daraus  die  Ausdrücke  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen:  die  eine,  linear  in  den  A^  y,  wird  unter 
Benutzung  der  Gleichungen  (63),  i64),  (65)  gefunden,  um  von 
der  Formel  (61)  zu  den  drei  Gleichungen  (66),  (67),  (68)  über- 
zugehen; die  andere  mehr  zusammengezogene  entsteht,  wenn 
man  sich  der  drei  Sätze  (4  7),  (48),  (49)  bedient.  Um  jedoch 
die  Darlegung  nicht  mit  zu  viel  Formeln  zu  beschweren,  unter- 
drücken wir  hier  einige  dieser  Ausdrücke,  um  so  mehr  als  wir 
vorziehen,  die  Constanten  B;^.^^,  Cj.y,  ^.^,i  durch  Functionen 
(f^  3  mit  Constanten  Argumenten  auszudrücken. 
Zur  Abkürzung  der  Formeln  setze  ich: 

406]  kin:  ,ß\o-p  ,  2/A 


liTt  2  i^A  ,  /logy 


n  n  "  n  7i  '>' 


/:?log/>        2/A 
n  n 


''  +  ^-^+-':-    =tv,/ 


Setzt  man  für  v  ^  w  va.  der  Gleichung  (61)  ü/;.,  Wi^  in 
Gleichung  (66)  Vqy\  y^"ß,y)  ir*  Gleichung  (67)  t?/,  lOi  ß^  in 
Gleichung  (68)  Vf^',  ?<;".,,  so  erhält  man  die  folgenden  vier 
Gleichungen : 


10  (icorg  KüsouliHiu. 


/•  = 
11 

h~  I 


(69)      II  ,r,   ,('•;.    h  "/,."•;  +  /'/,■/'■'/■  A) 


*ttf2,.. 


Oj  p    q    e   "  ^        "  '        ^         "    '  X 

*  =  »! 

V  /  '  1       i 


^(72)  ?%''*''''^^'n'V/)3,3K     '4-^^/,,  tc.;'-{-ö,,,p,q,A} 


h=l 


,'^^-W^.  i  VT. 


=  1.1>     '•  '   D,./6?2/.r,^^_J„,^   '^v,,^^^   ,,,^^^^_|.!lJ,^,n^yn^A| 


Jede  dieser  Formeln  stellt  ein  System  von  /i'^  Gleichungen 
dar,  den  Wertlien  i),  \,  2,  . . . ,  ?i  —  l  von  /:  und  /,  von  (i  und  y, 
von  ,i  und  /,  von  /•  und  y  entsprechend;  sie  sind  linear  und 
zwar  die  ;/*  Gleichungen  des  ersten  Systems  in  liezug  auf  die 
/**  Grössen 

die  des  zweiten  in  Rücksicht  auf  die  ?**  Grössen 

'       '    A 


Yg  17>  -         - 


n  n 

die  des  dritten  für  die  )t^  Grössen 


^-.  '- 


endlich  die  des  vierten  in  den  ir  Grössen 
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Zieht  man  sie  betrefts   dieser  Grössen   zusammen,   so  er- 
hält man 

(73)  ;^^\^  .,6'2,'^^  +  2)«-  X 

^  ^;.1>         '^  n    {f;.  4-  H  ,  ?r;  +  /./^  ,  /;,  ry,  A}  , 

h  =  1 
(  V  V/  AJ 

(74)  ^^'■B,./^/^3.3j^V.-+  ~,  ^^7  +  V'^'^'  ^^'TtI 
[408]  "^'       ^  1  . 

•"/«      ......   "I      VA        ««     ^»     A  ', 


5)   «'Cj,.,6.2>"V;'3,3|t;t,.;  +  =^,  «tV'+-*'"i?".?"'^i 


II 


V 


i<6  -  ) 

(76)    n'D,l^''^'^Pz,3U'.^'-^-''ln  ^^V  +  -r,y^'S!/%'S 
i  '  f      '  lii  1 

=  Ifcl.-e        "  ?"  e    ^        "  'X 

n  ^3,3  {^>,/  +  «/n  ?'v"  +  ^/"  ^'  '^'  "^J- 

/*  =  1  '  ' 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werthe  der  Constanten 
A,^  „,  B/^  ^,  C/^  .,,  D:f  ;  ausgedrückt  durch  Functionen  ip^.^ 
mit  Constanten  Argumenten;  sie  sind  zugleich  die  Quelle  der 
Formeln  zur  Transformation  und  Multiplication  der  ultra- 
elliptischen Integrale  erster  Klasse,  während  aus  den  inversen 
Gleichungen  (69;,  (70),  (711,  (72)  die  Formeln  zur  inversen 
Transformation  und  zur  Division  derselben  Integrale  entstehen. 
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Capitel  Iir. 

Die  Functionen  mit  vier  Perioden,  welehe  die  Invorsen 
der  ultra-elliptisehen  Integrale  erster  Klasse  sind. 


1. 

Zur  Ahkürzunc:  der  folgenden  Formeln  führe  ich  be- 
sondere Zeichen  t'iir  die  lunf/.ehn  Functionen  ein,  welche  man 
aus  (p^  3  (r,  w)  erhält,  wenn  man  in  ihnen  die  beiden  Argu- 
mente r  und  fr  nm  die  Hälften  der  vier  Paare  von  Perioden- 
indices  i.i  und  »>,  <»  und  i'/r,  log p  und  2  A,  2A  und  log  7 
verändert,  von  denen  die  ersten  beiden  zu  den  zwei  Perioden 
von  (/^3  3  (r,   tc)  gehören,    die  beiden  anderen    zu   denen  von 

[4091  Entsprechend  der  für  die  Function  l)  ,/•)  angenom- 
menen Bezeichnung  setze  ich 

m  =  +  QO 

ff,  r  (r,  w)  =     1     ;?'"'  e '' '-'  ,'>,.  [w  -f-  2  m  A ,  q\ 

tn  =  —  OD 

^f,  3  (r,  2<;)  =  "'/ V^"""  ^r  {v-\-2nA,  p) , 

n  =  —  OD 

III  =  +  x> 


("-) 


'/r.oi^'j^^'i 


m  =  —  QO 
=  "    li!       (—  1)"  (f'  e'^""'  ^r  [^  +  -''Aj  P): 

»1  =  — 00 


^.00  Vim  +  U-^ 


'I  t   r 


;r,?r)=     1     p     •»      ef2m  +  i)t^^{?c4.[2w-f-l]A,7}, 


»»  =  —  OD 

n  =  +  aD  <2n+l)2 


,,,io,u;)=     ^     q     '      6'(2" +  ')-^, {.•-+- [2;. -f-l]A,/;}, 


(2m+l>» 


wo  r  einen  beliebigen  der  vier  Indices  (>,  1,  2,  3  bezeichnet 
und  wo  man  das  Zeichen  ,'>  ohne  Index  ftir  0-^  zn  setzen  hat. 
Bezeichnet  man  noch  mit  6  einen  der  vier  Indices  0,  1,2,  3, 
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so  liat  mau  nach   der   diircli  die  Formeln   (7  7)  gegebenen  De- 
finition  von   (/),.  5  [c,  ff) 

(78)  r/.,.  ,  {c,  lü,  p,  q,  A)  =  (ps^P^  ^'  ?'  i^'  ^'  ^ 

(7!))  •  o       _i_  1  '■^'^-A 

'i  m  +  1 


2  w  +  1    .    ,        ,      .\     •>  ^ 


,410] 


(80) 


«■  + 


2 1«  + 1 


log?}^ 


I^, ,,,.^,  {[,  +  2_-  +  '  2  A],  \,o-^P  logj]} 


7C2 


=  e  !«??(/),.    ,    [V,IC), 


{'"+ — 2^^*^^^/  ,  0       _1_  1 


=       (— l)"*e'"^"'^/^r.i  ('S  H> 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  eine  .^de  der  sechzehn 
Functionen  r/i,.^  (r,  2(?)  die  Form  e«  +  i^^'  +  >'"' r/^3, ,  (r,  «r)  hat 
und  dass  sie  demnach  alle  sechzehn  in  der  folgenden  Formel 
begriffen  sind : 

UstwuUrs  Klassiker.    Hb.  4 
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tn  =  +  X)    fi  =  +  OD 

f/l  =  —  OD     »I  =  —  X) 

WO  (i,-  ,;,  hy  g,  py  g  lineare  Functionen  von  v  und  w  sind, 
deren  Bestimmung  für  die  verschiedenen  Werthe  von  ?*  und  .v 
nach  der  für  (f ,.  ^  (/*,  w)  g:egebenen  Definition  leicht  ist. 

Alle  die  Sätze,  die  oben  für  die  Function  (p.^  3  [v,  v) 
bewiesen  wurden,  liaben  mithin  gleichermaassen  statt  für  die 
übrigen  fünfzehn  Functionen  (f,.  ^  [c ,  w)\  und  um  auf  die 
letzteren  bezügliche  Formeln  zu  haben,  braucht  man  nur  in 
den  für  die  Form  (f.^^  (^S  ^<'  aufgestellten  die  beiden  Argu- 
mente V  und  w  um  die  Hälften  der  vier  Paare  conjugirter 
Periodenindices  und  um  alle  Combinationen  dieser  Hälften 
zu  verändern. 

Bezeichnet  man  mit  M  die  Summe  irgendwelcher  ganzen 
Vielfachen  der  vier  zum  Argumente  v  gehörenden  Perioden- 
indices, nämlich  iit,  0;  log  p,  2A,  und  mit  N  die  Summe 
derselben  Vielfachen  [411  der  conjugirten  Indices  des  Argu- 
mentes ?/',  nämlich  0,  i/r;  2A,  log  q,  so  erkennt  man  aus 
der  Definition  von  </ ^  ^(r,?/;),   dass 

if,^g  {v  -f  M  ,  IC  -f-  N)  =  ±  e"  +  ß^'  +  r"'  (p,g  {v ,  w) , 

wo  «,  li,  y  Constanten  sind,  die  nur  von  M  und  N  abhängen, 
folglich  für  alle  Werthe  von  r  und  *•  die  gleichen  sind,  man 
sieht  also,  dass  das  Quadrat  des  Quotienten  von  zwei  be- 
liebigen der  sechzehn  Functionen  (py  ^  <v ,  tv)  eine  Function 
von  V  und   ?/•  ist   mit  vier  Paaren  conjugirter  Periodenindices: 

«rr  und   u;   0  und  /;r;  log/?  und  2A;  2A  und  log  <^. 

2. 

Im  ersten  Capitel  war  die  Gleichung  gefunden 
l        ^^[w]   ^^{w')  ^^(w")   0-^[w"'\ 

-l-^,M  ^,(iv')  >,M  ^,K 


(Sl) 
wo 


»,(w)  »,(w-)  »,(w")  *,,K') 

+  *,M  »,(w')  *,K)  \{w'") 
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2 

^\ 

= 

w 

+ 

w' 

+ 

w" 

+ 

iv' 

2 

< 

= 

w 

4- 

w' 

— 

w" 

— 

iv' 

2 

< 

= 

IC 

— 

lü 

-h 

lü" 

— 

w' 

2 

<' 

= 

w 

— 

lü 

— 

lü" 

-h 

10 

(82) 


Der  Beweis  dieses  Satzes  gründete  sich  auf  die  Eigenschaft 
der  vier  Grössen  ?^j ,  w^^  xc"^  ?r/",  der  Gleichung 

(83)  ic,^  +  ic;^  -f  ?^'/''  4-  t6-/"^  =  v:"-  +  vr-  +  lo'"-  -f  v'"'- 

Genüge  zu  leisten;    denn  man  konnte    in  dem  zweiten  Gliede 
der  Gleichung    [412] 


tf-'  +  "'-  +  «'"2  4-?c" 


{^3  (xc)  &,  {w') »,  (w") »,  K')  +  »,  M  »,  (»«')  &,  {^o■')  »,  K')} 

^    --^  { {w  +  m  log  9)2  +  {w'  +  m'  log  5)-'  +  {w"  +  m"  log </)2  +  (u'"'  +  m'"  log  g)2  } 

-f  Vek;in^i('''-^-~T-^*'^^)  +(«'+-2-^^^^)  +('''"+^r-^'^V  +('^"+—r-^'^V  f 

alle  Exponenten  mit  Hülfe  der  Formeln  (82  und  (83)  trans- 
formiren,  ohne  dass  ihre  Form  sich  änderte. 

Mit  Hülfe  ganz  derselben  Formeln  findet  man  analoge 
Relationen  zwischen  den  Functionen  ff,.  ^  (ü,  iv). 

Sei 

2V^      =  V-{-v'  -^  v"-{-v'",  2^6-,       =lV-{-  2ü+tü"  ^2V\ 

2v/'  =v  —  c-\-v"—v"',  2w/  =w  —  w-\-v)'—ic\ 
2  'o^"  =  v  —  V  —  r"  +  /".  2  w^"  =w  —  w  —  id'  +  v'"'- 

sei  ferner 

M  =  f/^3,3  (y^  ^)     fpZ,^[^\^^')     '/3,3  (^"'  ^'-'"i     ^f  3.3  {^''")  ^^'") 
+  f/^3,2K^^')     ^/'3,iK^^^'i     ^/3.-2K.  «^")     T3,i  (^■'"'  «^"'"^ 

M'  =  ./),^3  (z.,  t^)  r/),,3  (t;',  ^^;')  r^,,3  (f",  w")  if,^,  (v'" ,  w'") 

und  M,,  M,'  dieselben  Functionen  in  ü^,  t^^j ;  «/,  t^/*/;  y,",  ?^/'; 
v"\  w^"  wie  M  und  M'  in  den  Argumenten  v,  ic  ohne  untere 
Indices;  da  man  nun  hat 

^-'  m  =  +  ^    {v  +  m\ogp\^ 

^''^^^p3,r(^*,^)=      -       ^      ^''^^       ^,.{?r-h  2/?«A,  y}, 

/«  =  —  x< 

4* 


r.-) 
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|5 


+  « 


<?'"<^'</\.  ,.  (l\  fr    =       ^ 


i  iii  +  l. 


.'/,{//-4-!2m+l)A,^}; 


so  findet  man  (hirch  genau  dieselben  Schlüsse,  deren  wir  uns 
zur  Ableitung  der  Gleichung  (Sl)  bedienten  [und  mit  Hülfe 
dieser  selben  (41eicliung  ,  dass  der  Ausdruck  M  +  M'  seinen 
Werth  nicht  ändert,  wenn  man  in  ihm  für  die  Argumente 
f\  ?r,  r',  w\  r",  fr",  r"\  iv"  der  Keihe  nacli  die  Argumente 
/•,.  ?/',,    i\\  a\\   r,",  u\'\   v^"\  u\"'  setzt,   d.  h.   man  hat 

M  +  M'  =  M,  -I-M,'. 

Setzen  wir  noch 

M"  =  ./,  3  fr,  w)  r^,,,  ir',  w')  if,^,  [v",  w")  ip,,  [v'",  tv'") 

M'"  =  </^o,3  (^^  ^^)     7^0.3  (^',  ^')     7^0,3  iA  ^O")     f/)o,3  (t^'",  ^^'") 
+  ^0,-  (»>  «<')     7^0,«  (i^'»  ^')     'iPo.i  (^'^  «^")     7'0,2  (^'"^  ^^'")  > 

und  bezeichnen  die  gleichen  Functionen  der  Argumente  r,,  w^y 
t,,',  «-,',  r,",  «•,",„,'".  ' 


mit  M,",  M^",  so  wird 


'S4 


hier 


I   1.  M4-M'  =  M,   +M/,     2.  M"— M"'  =  M;'— M/", 
i  :v  M  — M'  =  M,"4-M,'",    4.  M"+M"'  =  M,   —  M,', 

Die  Gleichung  (S4,2j  leitet  sich  aus  (8J,  Ij  ab,  wenn  man 


t/r 


t7C 


tJC 


17T 


für 


2  2'  2  '  2 

setzt;  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  findet  man  die  zwei 
anderen  (84,  3)  und  (84,  4)  durch  Substitution  von  v"  -\-  i/c 
für  v". 


3. 

Die  vier  Formeln  f84;  können  in  die  folgende  Form  ge- 
bracht werd<*n 


S5 


2  M, 

2M,' 
2M/' 


2  M/"  =  M 


M  -h  M'  -h  M"  -f-  M" 
M  +  M'  —  M"  —  M" 
M  — M'  +  M"— M' 


M' 


M"  -f-  M'" , 


B8K 
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[414]  und  wie  ich  es  schon  für  die  analogen  zwischen  den 
Functionen  d-  (v)  gefundenen  Relationen  gemacht  habe,  stelle 
ich  noch  jedes  System  von  vier  Formeln  der  Form  i  S5  durch 
die  eine  einzige  Gleichung  dar 

(86)  M'-  +  M'^  +  M"-  +  M'"^-  =  M,  -  +  M/-  -f  M,"-  -f-  M;"^ 

indem  ich  immer  die  vier  Terme  jedes  Gliedes  so  ordne,  dass 
man  unter  Beibehaltung  dieser  Reihenfolge  ohne  Zweideutigkeit 
der  Vorzeichen  zu  den  Gleichungen    S5     zurückkehren  kann. 

Lässt  man  in  den  Gleichungen  85  die  Argumente  r,  ic, 
v\  2v',  v",  iv\  v'",  ic"  sich  um  die  Hälften  der  vier  conjugirten 
Periodenindices  ändern,  so  entsteht  eine  grosse  Anzahl  von 
Systemen  zu  je  vier  Formeln  derselben  Art  (85),  deren  jedes 
ich  durch  nur  eine  Gleichung  der  Form  86;  repräsentire  und 
dabei  die  Glieder  dieser  Gleichung  ebenso  ordne.  Um  aber 
den  Text  nicht  mit  zu  grossem  Formelapparate  zu  belasten, 
habe  ich  dieselben  in  eine  Tabelle  verwiesen. 

Sei  M/^)  ein  beliebiger  der  vier  Ausdrücke  M,,  M/,  M/', 
M/"  und  M('*)  ein  beliebiger  unter  M,  M',  M",  M"',  so  ist  die 
Formeltabelle  so  construirt,  dass  sie  M"'^  und  M/^^  in  der 
symbolischen  Form 


(87) 


giebt. 

Die  durch  Punkte  getrennten  Buchstabenpaare  stellen  die 
Indices  r  und  5  der  Functionen  ry-,.  ^  dar,  aus  denen  sich  die 
Ausdrücke  M*^^*)  und  Mj*')  zusammensetzen,  und  diese  Paare 
sind  so  geordnet,  dass  die  symbolischen  Formeln  ^S7j  an  Stelle 
der  folgenden  stehen : 

M('')=^/^a('-),m(t',  V^]        •  f/'6(»-Kn'(t?',  W']    •  (p c^r) y*  [v" ,  w")  •  gPrfW  «.'"  (^"',  w" 

±  <pa(^),  n  [V,  IV]        •  (phir)^  n'  [v\  w')    •  (pc  (0  n"  [v" ,  to")  •  Cpd  W  n'"  [«'",  «^"' 

^1  ^'"^  =  ^aS'\  m,  («?i,  W, )  ■  f/)5,  (r)  „».,  [v[,  lo[]  ■  (pc,  Wm".  K,  ?<')  •  ^diC")^«»"'.  «,< 

±^a,(»),»,  («?4J«^l)  •  fpbi(^\n\{K^wl)'  9Pci(ViW'^i')'  9d,Wn%«,< 


•  bi^m' 
■  bO')?i 

•dO')n'" 
-dO')n"' 

•b,i')n: 

.  d,0')n: 

[415]  Jede  Seite  der  Tabelle  enthält  zwei  Colonnen  von 
Ausdrücken  der  Form  (87).  Die  Zeilen  der  ersten  Colonne 
gehören  zu  je  vier  zu  derselben  Gleichung  der  Form  (86),  da 
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dio  Indices  r,  .v  der  :iclit  Functionon  (f  y  ^.  ans  denen  sicli  die 
Grösse  M''"^  zusammensetzt,  dieselben  sind,  wie  die  der  acht 
Functionen,  durcli  welclie  die  Grösse  M,('")  ausgedrückt  ist. 
Deshalb  linden  sich  zur  Seite  jedes  Systemes  von  vier  Linien 
dieser  Colonne  die  Zeichen  M  und  M^,  M'  und  M',,  M"  und  M",, 
M'"  und  M'",.  In  der  zweiten  Colonne  dao:egen  enthält  Jedes 
System  von  acht  Linien  die  symbolischen  Werthe  (87)  der 
acht  zu  zwei  Formeln  der  Form  (StV;  gehörenden  Grössen 
M"),  M,(''),  welche  auseinander  hervorgehen,  indem  man  die 
Argumente  i\.  u\\  ?)', ,  to\\  v'\^  ?^"^ ;  v"\^  ic"\  mit  den 
Argumenten  r,  ?r;  r',  iv' \  v'\  w"\  v"\  id"  vertauscht.  Ich 
konnte  also  zur  Seite  jedes  Systemes  von  acht  Linien  der 
zweiten  Colonne  die  Zeichen  setzen:  M  oder  M^ ;  M'  oder  M'^ ; 
M"  oder  M,";  M"'  oder  M/" ;  M^  oder  M;  M\  oder  M'; 
M/'  oder  M";  M,'"  oder  M'";  die  ersten  Zeichen  eines  jeden 
Paares  {M(')  oder  M,('"^}  und  {M,(')  oder  M('')}  gehören  zu 
der  ersten,  die  letzten  Zeichen  zu  der  anderen  von  den  zwei 
Formeln  der  Form  [SG),  welche  in  diesem  System  von  acht 
Linien  enthalten  sind. 

Zwei  aufeinanderfolgende  Systeme  von  vier  Linien  der 
ersten  Colonne  und  das  danebenstehende  System  von  acht 
Linien  der  zweiten  Colonne  sind  unter  dieselbe  Nummer  n 
gesetzt  und  unterschieden  durch  die  zur  Seite  der  Zahl  71 
geschriebenen  Buchstaben  a,  i,  r,  d.  Ich  habe  die  Formeln  so 
numerirt,  weil  die  vier  Formeln  der  Form  (86),  die  durcli  dieselbe 
Nummer  /?)  bezeichnet  sind,  die  Eigenschaft  haben,  dass,  wenn 
man  für  die  erste  der  beiden  Formeln,  deren  Elemente  in  der 
ersten  Colonne  stehen,  hat 

M('-)  =  A('-)  4-  B('"),  M,('')  =  A/^)  4-  B,(^), 

und   für  die   zweite 

MC'')  =  C('")  —  D(^),  M/'-)  =  C.O')  —  D/»'), 

[416  man  dann  für  die  erste  der  in  der  zweiten  Colonne  ent- 
haltenen Formeln 

M('*)  =  A^^)  —  B('0,  M/0  =  C/O  4-  I^/''\ 

und  für  die  zweite 

Drei  beliebige  eines  derartigen  Systems  von  vier  Formeln 
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ITt 


i:t 


entstehen  aus  der  vierten,  wenn  man  in  ihr  v:  +  -  ,  xo'  -j — '—^ 

«^'''-h —,?/'"'  + —    für  IC,  w\   iü\  lö"  substituirt   und   wenn 
man  dann  in  diesen  zwei  Formeln  ic"-\-i7t  für  xc"  setzt. 


4. 

Aus  den  in  der  eben  erläuterten  Formeltabelle  enthaltenen 
Gleichungen  zieht  man  leicht  die  Relationen,  welche  zwischen 
den  sechzehn  Functionen  r^,.^  r,  v:]  mit  denselben  Argumenten 
ü,  xo  und  denselben  Moduln  p,  q,  A  bestehen. 

Betrachten  wir  zunächst  diejenigen,  welche  man  zwischen 
den  Functionen  r/),.^  (0,0)  erhält,  die  ich  einfach  mit  (p^.  ^  be- 
zeichnen will.  Es  sind  an  Zahl  zehn;  denn  man  hat  (py  /=  0, 
r^^^^  =  0,  wenn  r  einer  der  drei  Indices  0,   2,  3  ist.' 

Setzt  man  die  Argumente  v,  xv,  v\  ?//,  ü",  tv",  v"\  xc"' 
gleich  Null,  so  verschwinden  die  Argumente  ü,,  ir,  etc. 
ebenfalls  und  die  in  der  Tabelle  unter  1,  2,  .  .  .  .,  16 
enthaltenen  Formeln  geben  in  diesem  Falle  die  folgenden 
Gleichungen : 


t 


'89] 


3,3 


,3 


'f\,i  =  'P\o  4-  ^P\,i  =  ^P\,,  +  'p\z' 


'417 


(9o: 


^p  0,0  ^p  3,3      ^P  0,3 


7"'3.o  +  Tx,^  Ti,t 


'P\,3 


Ti,3  'P\,i    +    'P\,i  'P\,0^ 

^'     ^P\,3     'P\,3   =    'P\,i  'P\,i    +    fp\,,  fp\,^1 

6-    'P\,z    'P\.z  =  'f\,t  'P\,i  +  7^S,o  'P\,,y 

''■     9\,<^     T3,3   =   'P\o  fp^i,3    +    ''A.O  fp\,Z1 

S-    <iP%,o    'P\,^  =  fp\,,  fp\,i  +  fp\,,  'P\,i, 

9-     9\,i     fp\,3   =   fp\,i  r\,3    +    'P\,i  'P\,31 
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f      '•■^-     '/%.0     7%.3    =    fp\,,     7^*3,3    +    <r\,i      r%.i» 

•'•  7'..,o  '/^..3  =  'r».o  r%.3  +  ^/'i.i  rV.« 


'.U 


Das  sind  die  algebraischen  Relationen,  welche  zwischen 
den  zehn  Functionen  ip,.  g  bestehen,  und  es  sind  die  einzig 
möglichen,  wenigstens  wenn  die  Moduln  /;.  «/.  A  von  einander 
unabhängig  sind ;  denn  bringt  man  drei  beliebige  der  Glei- 
chungen (90)  in  die  Form  1  =  X*  +  k*^ ,  1  =  A*  +  /%  , 
1  =  /<*  +  /<*! '  SO  können  die  Verhaltnisse  der  zehn  Grössen 
<f,.  g  algebraisch  durch  X*,  /.*,  //*  ausgedrückt  werden;  und 
substituirt  man  ihre  Ausdrücke  in  die  anderen  Gleichungen 
(90)  und    89\   so  sind  diese  identisch  erfüllt. 

Ich  wähle  als  solche  drei  Gleichungen  die  F'ormcln  (90,  7), 
(90,  b  ,    (90,  9)   und  .setze 

p  ^  y%  i  y%.3         '^i^'£\±j\i       ^^i^'£\:iL^r\:^ 

7     3,i   7     3,3  7'    3,0   7     3,2  7     3,U    7     3,3 

Aus  den  Gleichungen 

i=x-*+^N,     l=/^  +  Ä^.    l  =  /^^+/^^, 

folgt,  dass  die  Grössen  k"^,  /*,  /t*;  /?;*^,  /*,,  /f*^  alle  kleiner 
als  die  Einheit  sind,  da  sie  positive  Grössen  sind.  Man  er- 
kennt ohne  Mühe,  dass 

/c-  —  )}  >  0  ,       /.-  —  /r-  >  0 ,       oder  /.'  >  Ä'  >  /i* , 

folglich 

\'\  —  >•*.  >  0  .     /.^  —  >?:'.  >  0 ,     oder  ^i\  >  l\  >  /?;*, ; 

[4181  denn  man  hat  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (90,  4),  (90,  3) 
und    90,  14) 

*/    3.5  */    3.0^/%,3  'P\,t   'P\yp\,z 

^/^Vo  'P\,t'p\,i  'P\,0  'P'\,ifp\,z 

^/%,3  T%,27^\o  'P\,3    'P\yp\,u 
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Ich  werde  mich  hier   der  Modularbezeichnung  Richelof% 
bedienen,  welcher  auch  schon  die  Zeichen 

Ä^j  =  i  —  k',        /^l  =  1  —  /;-.        u\  =  l  —  a% 

entlehnt  sind;  ich  setze 

'^\-  =  ^^'  —  ''-'  1      ^^'k  =  '^•'  —  ^t'  j      ."'a  =  '^''  —  ."'  • 
Danach  hat   man   ausser  den  Gleichungen    91)    die   fol- 
genden : 

„,      _(p\,i(p\,3(p\^S 
7     3,0  '/     3,2  7     3,3 


f92: 


1       <P\^_^jA}^  r,.     fp\.0__^\f^J'h 

'iP    3,3  ''^'i^^'/c  ^iP    3,3  ^\f''k 

0      'P\^_^lij^k  n       (P\^_^ 

q   fp\±_^\!^  7   tIhl  —  ^^Jl^^ 

'jP    3,3  ^-   1  'jP    3,3  ^    ^   1 

Q       <)P'3.2  _.^^ViA^ 

^-  -  52  >2     ,.2.  • 


W    ,3  ,.    ,.   , 


Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formeln  (89),  so 
erhält  man  Gleichungen  zwischen  den  drei  Grössen  k',  )},  ir, 
die  man  ohne  Rechnung  als  identisch  erkennt  mit  Hülfe  der 
bekannten  identischen  Formeln: 

1  —  hx^^l — bx,^  1 — b^x^'l — b^x^ 


0  = 


b  —  h^'b—h^-b  —  b^       b^  —  b^-b^  —  b^-  b, 


1  —  b^x^X — b^X:,^  1  —  b^x^'  i  —  Sg-r^ 

\—hh   ^—bx,'i—bx,  1  — ^>.^i'i— ^^^2 


+  hb, 


1 — b^x^  •  1 — b^x^ 
h.  —  h'b.  —  b',^ 
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419]  [deren  letzte  aus  der  ersten  für  b^  ~--=  »)  entsteht],  indem 
man  hier  für  /;,  ä,  ,  b^^  b^,  x^,  .r,  in  passender  Auswahl  0,  1, 
A-,  /.*,  //-,  oo  setzt. 

Die  Gleichungen   (90)  werden,    da  man  sie   in  die  Form 

1  =  r/*  +  a\ 

brinjren  kann,  durch  Substitution  der  Ausdrücke  (921  noch 
leichter  verificirt.  Von  den  fünfzehn  Systemen  der  zwei  Grössen 
a-  und  </-,,  die  man  so  in  /:*,  A',  jn-  ausgedrückt  erhält,  sind 
zwiilf  gleich  den  zwölf  Moduln  und  ihren  Comploinenten,  zu 
denen  RirJiclof  durch  Transformation  des  ultra- elliptischen 
Integrals  mit  Hülfe  einer  rationalen  Substitution  ersten  Grades 
gelaugte. 

Die  drei  unter  dieser  Zahl  von  zwölf  coniplcmentären 
Modularsystemen  nicht  enthaltenen  Systeme  sind  die,  welche 
aus  dt-n  Gleichungen  90,  2),  90,  10),  (90,  13)  hervorgehen, 
nämlich : 


i 


u\Jr 

und 
und 
und 

'P\,0  T%,3 

Indessen  kann  man  auf  dieselbe  Weise  auch  zu  diesen  gelangen, 
wenn  man  sich  nur  nicht,  wie  es  Richelot  thut,  auf  solche 
Substitutionen  allein  beschränkt,  welche  zur  canonischen  Form 


des  Integrales  zurückführen. 


5. 

Setzt  man   in  der  Tabelle 
v"  =  c"  =  0  ,        w"  =  w"  =  0  ,        v'  =  v,        w  =  w, 
so  folgt  auch 

r,"=r/"=0,  tv,"  =  2C^"'=0,  v^==r^r=v,  w^=v\==w\ 
[420j  man  erhält  also  durch  diese  Substitution  algebraische 
Gleichungen  zwischen  den  sechzehn  Functionen  (pr,^  [^1  ^) 
mit  demselben  Argumentenpaar  ü^  vj.  Diese  Relationen  sind 
homogen  in  Bezug  avif  die  Functionen  (p^.g  [v  ^  ^/;],  geben  also 
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Beziehungen  zwischen  den  Quotienten  irgend  einer  der  Func- 
tionen und  den  fünfzehn  andern,  und  diese  Beziehungen  sind 
so  geartet,  dass  man  durch  irgend  zwei  der  Quotienten  die 
dreizehn  anderen  algebraisch  ausdrücken  kann.  Indessen  ist 
die  Art,  auf  w^elche  diese  von  den  zwei  als  unabhängig  ge- 
wählten abhängen,  nicht  für  alle  dreizehn  dieselbe.  Es  giebt 
immer  drei,  deren  Quadrate  mit  den  Quadraten  jener  zwei 
Quotienten,  die  wir  als  unabhängige  Variable  betrachten,  durch 
drei  lineare  Gleichungen  verbunden  sind,  während  das  Quadrat 
jedes  der  zehn  andern  von  jenen  durch  eine  quadratische 
Gleichung  abhängt,  deren  Coefficienten  lineare  Functionen  sind. 
Ich  habe  die  Quotienten 


'iP'.-o  (^,  ^^)      _^     f/'' 


and 


2<0 


gewählt,  um  die  dreizehn  andern  auszudrücken. 

Die  Formeln  (6  g?),  (16^)  oder  (16  c)  und  (12//  oder 
( 1 2  c)  der  Tabelle  —  die  letzteren  unter  Umkehrung  der  Ord- 
nung der  Indices  r,  s  der  Functionen  rp,.  ^  —  geben 

';^%,o  ^f\,,  [^^  ^]        fp''i,o  ^%,o  («'j  ^)        fp\,o  9%,o  {^,^f^]  ' 

(P\,<i  To,A^'^'if^]       fp\^,  fp\,^(v,w)       cp\,^  fjP%,o(»?^")' 
oder    durch    Substitution    der    Ausdrücke    (92)     des    vorigen 
Paragraphen 

j ^ ^ ^VoKH _^ >-/^>^i  y%.o (y, ?^') _^  Au^fc  y^3,aK^^-•) 

j ^_ A y%o(^^^'--') _^ ^'A^ y %.,r. (^% ^^- ' _|_  /^A.";.  y%.3(^^^) 

[421]  Statt  nun  drei  der  fünf  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen 
Quotienten  ^^'^  ,  ' —  durch  die  beiden  anderen  auszudrücken, 
betrachte  ich  sie  alle  fünf  als  algebraische  Functionen  derselben 


(95)  ' 


(i()  Uoor^  Kos(Miti:iiii 

Variablen  .i\  und  .r,,  woil  dadurch  die,  iSynimotrie  der  Formeln 
besser  gewahrt  bleibt.  Durch  Ver^'leichung  der  Form  der 
Gleichungen  (95)   mit  der  identischen  Gleichung 

„      ,  ._^4  4.  '—'-•--"-> +i,Ä  '  -*'5_l}.=i..:Ei 

'    '      b  —  b^b  —  b^  '       b^  —  ^i'^{ — ^ 

sieht  mau,    dass  jedem    der   fünf  betrachteten  Quotienten   die 
Form  B-  1 — b.y\  •  1 — bx,,  gegeben  werden  kann,    wobei    die 
Constanten  K  und  b  so  zu  bestimmen  sind,  dass  die  (Gleichungen 
(95)  die  Form  der  identischen  Gleichung   (96;    annelimen. 
Setzen  wir  also 


1  —  bx^. 


yVoK^)^B..l-^...l-^.., 


«  f^      ..,\ '    —  ^'^'l      •    •    —  ^'•'^'«' 


=  L    •  1  —  /:r      •  1  —  L2\ , 

-^/^      ' — 7  =  M  •  1  —  ma:,  •  1  —  m.r., 

'Z'  0,0  [^^  ■^) 
so    erhalten   wir   zwischen   den    Constanten    B,  B, ,  C,  L,   M, 
bj  ^,,  Cj  /,  7«,  X;,  A,  u  die  folgenden  Gleichungen: 

Z>,  c  ^'B  bc  kl^^l^ 

h  —  b^  'b  —  c'^'~'Tü'     b\  —  V.J^-^c '~  k^  l  t^i     *' 

^^^ ^  h  Lik  Q 

c  —  b'  c  —  b^        k^hf^i     ' 

bj __^  ^>l  -^ifii'B 

l—.'h^.h—l~       uk'     b,  —  b'b,—l'"l,[ik     " 

\j  ^ 


l—b'l—b^         l^f-ik 

h^m         /<B  bm  f.ik^l^ 

b — b^'b — m  kl^    b^ — b-b^ — m       {.ijcl     " 


m  —  b  '  m  —  b^        ii  ,kK 


lieber  die  iiltra-elliptischen  Functionen  zweier  Variabler,    (jl 
[422]  aus  deueu  man  zieht 


b      c      r 

h,               c                   /      ' 

/>,             /              m 

Von  den  Constanten  h,h^^c,l^m  können  also  irgend 
zwei  beliebig  gewählt  werden  und  ich  setze  zur  Vereinfachung 
der  Formeln  /y  =  oo ,   h^r=\.     Man  findet  sodann 


folglich : 

1.    'fy^=-kla. 


B, 

k  /  u 

k,X,u^ 

C 

= 

Au 

k 

hf^^k 

M 



k). 

u 

i."A/0. 

X, 


(97)  ^  3.    2^3^=   /^>"__  .  1  _X-V,  •  l  -X-.., 


k^'/.^u^ 

lu 

^• 

hf^k 

T 

LI  k 

.  .^0.  ^-A- 

k). 

l  —  .r. 


4.     y-3.;^-^)_^Ji^.,_;,.^    .l_;i.^^ 


ro,üi«',^'j      ^  "- ' 


T^'o.oi«^,^^;       ."i«Ä-«A 


1  —  /ra:, 


Damit  die  Ausdrücke  in  x^   und  x^_    aller   fünfzehn  Quo- 

tienten  ^-^^ — ^ — -  an  derselben  Stelle  vereinigt  sind,  füge  ich 

zu  den  fünf  vorhergehenden  die  zehn  andern  hinzu,  welche, 
wie  oben  bereits  bemerkt,  weniger  einfache  Functionen  von 
;c,   und  x^  als  jene  sind;  ich  werde  sie  erst  dann  beweisen. 
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(97), 


Georg  Rosenliain. 


'/Vo(^>''') 


^iKfu  (•^*— ^«)* 


Z,   •  l  X, 


Vix^kk^i) 

X» 


x,l 


Vlx^kli.i)         _^        Vix.kl^i)        )* 
(/-„  ,j(r,  ?r)  |t^^'•  1  —  j^^^x^  •  l  —  f^i^x^  •  l — X;*.r^  •  1 — k'^x^ 


^Vol«'»«') 


'/-o.nl''»«^) 


V(a:,  ^•A 


^Ä  •  \  —  /c\r^  •  1  —  k'x^  •  1  — A*:r,  .  1— AV, 


y*o,o(«',«^) 


^^4>^l/t'A^U(^»— ^i)' 


V{x,kXfi) 


y{x^kx^i) 


10. 


f/-,.,(r,?r) X-  •  1  — .r^  •  l  — .i\  •  1  — k*^x^  ■  1  — /c^x^ 

(l  — .r,  •  \  —  k^x^  ~  \—x^  .  1— A;*a:J   ' 


1,     V  «,i'P>^J^ 


/.•  1—2:^  • 


:rg.  1— /*2:^  •  X—l'^x^ 


)/(;VU^ 


(  l_.r^  .  l_A»:r,  ~  1  —  :c,  •  \  —  l'' x^\    ' 


y  o.c 


p.?^ 


Via:,  Ä^^) 


\—x^  .  1— aVr, 


V[x^kl^)        I 

-^4  •  1— ."*^«! 


13.    '/■-"'" 


y%.o(«'»^*} 


^  a;^  a: j  •  1  —  ^'  a;^  •  1  —  k'^x^ 
Kh^k  K  — ^1)* 


V(x^  kill] 


I     x,.\-k^x, 


V{x,kkfi)    r 

x^  ■  \  —k^x^     \   ' 


Ueber  die  ultra-elliptischeu  Functionen  zweier  Variabler.    63 


(97)  <! 


14. 


15. 


Ti^i'^^ 


v,w] 


X .  Xa 


/:'  X, 


K^x, 


9%.o(«')^) 

^^i^h  ;^i  — ^i)* 

l  V'x.k'i^]    _^  V{x,k),a    };■ 

\  x^  •  1  —  )^  x^    —  a:,  •  1  —  Ä*  x._  )  ' 

^^^.^[^M  _ 

(.i  ■  x^x^'  1  —  /t*:r,  •  1  —  ."'^4 

(p\A^,'^^) 

.".."A;^a(^«  — ^i)* 

j  y{x,kii.i]    _^  y^x^kiii)   f 

(  ar,  .  1  —  {.L^x^~  x^_-  \  —  u^x^  )  ' 

über 

,u)  =  x  -  1  — 

X  ■  \—k-x  •  l— /.^r  .  1  —irx. 

wo  wie  früber 

{x  k  l  u)  = 

Die  erste  dieser  Formeln  ist  die  Wurzel  der  quadratischen 
Gleichung,  die  ans  den  folgenden  beiden 

^8)         </^3,3  ^3,2  ^P3,i   {^^  ^^    'iPs.O  {^^  ^^)  —  fpi,Z  'Pi,i  ^Pi,0  {^^  ^^)  ^Pi,i    {^1  ^') 

—  fpo,z  fp^,t  fPo.o  i^J  ^')  ^JPo.i  {^1  w]  =  0, 

59)  \fp\Afp\,i (^j«^')  =  'p\,o(p\,, {^,'^)—9\yp\A^^'^^)  +  9\yp\,o('^i^)^ 

durch  Elimination  von  T",,*!^?^)?  </^o,i  (^'j  ^^"l  entsteht.  Diese 
Gleichungen  leiten  sich  ab  aus  den  Formeln,  die  unter  Num- 
mer (25«),  (5^/)  und  {2  d)  der  Tabelle  stehen.  Mittels  der 
Gleichungen  (97)   erhält  man  so 


[424] 


oder 
2P  =  B, 


B. 


,^  x^-1-x^'l-kx-^  •  l-/^r,  •  l-/<*.r^  4--'«^,  •  l-^i  •  l-^*"^«*  l-^-*^,- 1-"*-^« 

Q  =  B,B, 
|.r^- \-x^'\-k''x^  -X-ZJ^x^ •  l-/^"^4  — '^t •  1-^1  •  l-A-.r^-  l-/.-a:,- l-/r2-J^ 

woraus  für  B^   und  B^    die    im   zweiten  Gliede    der  Gleichung 
(97,   6)    enthaltenen    Werthe    folgen.       Man    kann    auch    die 


61 


(ieori;  Hosenluiin. 


Cocfficienten  V  und  (,»  unmittrllmr  durch  die  symmetrischen 
Functionen  von  .r,  und  .r^  nusdrilcken,  welclie  die  zweiten 
Glieder  der  fünf  ersten  Gleicliuno^en  il)7)  bilden,  aber  sie 
nelimen  eine  coniplicirtere  Form  an;  aus  dem  Grunde  zog  ich 
die  vorstehenden  Formeln  vor,  welche  besser  die  Natur  dieser 
Ausdrücke  sehen  lassen,  obwohl  der  Zähler  und  Nenner  von  Q 
einen  gemeinsamen   Factor  haben. 

Nachdem  wir  die  Gleichung  (97,  (!)  gefunden  haben,   ent- 
stehen die  andern  mit  Hülfe  der  folgenden  Gleichungen: 


;r,  wj 


=  'p\,o(p\,o 


r,  w)  —  (f:\,  </%_o  [v,  iv] 
=  'P\,'i  T:i,i  ('"^  ^^')  —  ^/^%.3  T:^,:^  (^^  H» 

-•     '/'.,.    '/%.*    [i'l  «^0  —  ^/'%,3  ^Ao   (^>  ^) 

=  <r*o,o  '/'*i,o  {^^  ^<')  —  ^/%,3  ^A%,0  (^^  «^^) 

=  T%,i  r%,,    (*'.  ^'')  —  «/'«.O   ff* 3,3  (^S«')» 

=  r*o,i  '/'%,o  (»»  H  —  ^^^'3,2  ^/'%,o  K  H 

=  '/'i.3  r%,.  (^')  ^^)  —  ri,o  ^)p%.2  {^1  ^), 

=  ^^%,ü  ^P%,o  («J  «^)  +  T%.n  '/'*o,o  l'',H 
=  r%,3  '/''a.a  (^"'  ^'')  —  '/'.'^^  ^Z''*.-'.^  ^^^  ^'')' 

■•   7 'r.  7'.,«  (^'^ «'")  +  ^/'%.3  7%,o  {^>  ^r 

=  '/'%.3  '/^%,0  (^»  ^')  +  7^%,3   7'%,0   (^;«^) 
=  ^/^%,0   '/'%,3   K   W^)  —   'f\,l  '/'*3,4    («'^  H. 

'■••  7 "...  7 '1.3  (i'»  ^)  +  T'V«  7^*3.0  (^,  ^^') 

=  7^%.i  '/'%,o  (^'j  ^)  +  '/'*o.2  7'%,o  («^  ^f^) 
=  7^'%,o  7^%,«  («'^  ^)  —  '/'%,3  ^/'%,i  (^' ^^)^ 

"■   7'...  7%,i  '^^  ««'l  +  7^*0,0  '/''s.o  («'j  ^) 

=  7^%,«  '/'*4,0  («»  «^)  +  7^*3,0   7^*0,0   (^«^) 
=  7'%,3   7^*3,3   (^*)  ^^)  —  ff\,t  'P\,i  ^«'^  H, 

^    'f\  ,  ^A'%  .  '?%  ^'-l  4-  7'*o,3  ^/'%.o  f^»  «^) 

-=  7'%,3  7^%.o  (^S  ^-J  +  7^%,3  'P\,i>  (^^  ^'-'l 

=  'P'u,o  (p\,3  (^;  -''-'•)  —  fp\i  '/%,i  (^'  ^'^)^ 

••••  'f\  ,  r%  ,  'p,  w)  +  '/^%,,  7^%,o  ^^S  ^) 

-=  7%,.  7''.,«  ('^»  ^)  +  7^%,^  ^/''o.o  («'^  ^) 
=  7%,o  '/'%,*  (^:  «^''  —  Y'«,3  7'%,i  («^^  ^)' 
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[425]  Diese  Formeln  resultiren  aus  denjenigeD,  welche  die 
Tabelle  unter  den  Nummern  5,  7,  11,  l,  2,  3,  4,  6,  8  ent- 
hält.   Sie  sind  so  ausgewählt,  dass  sie  die  Ausdrücke  der  noch 

unbekannten  neun  Quotienten  ^  ^''^    ^    .  durch  die  sechs  andern 

geben,  deren  Ausdrücke  in  x^  und  a:,  wir  bereits  gefunden  haben. 
Die  andern  diesen  ähnlichen  Relationen  folgen  aus  den 
sechzehn  ersten  Nummern  der  Tabelle  ohne  die  mindeste 
Rechnung.  Man  erhält  achtundvierzig  in  der  Form  der  Doppel- 
gleichungen *  (100',  welche  selbst  in  ihnen  enthalten  sind. 
Dagegen  giebt  es  hundertundzwanzig  Gleichungen  von  der 
Form  98).  Um  sie  alle  zu  erhalten,  muss  man  in  der  Tabelle 
setzen  v  =  v"\  w  =  tv'",  v'  =  tj"  =  0 ,  w  ^  xu\  woraus  folgt 
v^=^v"'  =  v,  w^=w^"'=tv,v^'  —  v^"=^w^'  =  w^"z={).  Alle 
diese  Gleichungen  zwischen  den  Functionen  (py^  (y,  w)  des- 
selben Argumentenpaares  ü,  iv  haben  zwei  Dimensionen;  aber 
es  giebt  noch  andere  mit  vier  Dimensionen.  Man  erhält  sie  aus 
der  Formeltabelle  durch  v  =  v'  =  v"=v"' ^  iv  =  ic  =  io"  =  w" . 
Vier  von  diesen  entstehen  aus  Nummer  1)  der  Tabelle  und 
diese  sind  aus  den  vierten  Potenzen  der  acht  Functionen  (f  ^  ^  [v,  tv 
zusammengesetzt.  Die  Glieder  einiger  sind  die  Producte  von 
zwei  Quadraten  rp^r,s  l^'»  ^^"^  ^^^  diese  bestehen  zwischen  allen 
sechzehn;  und  einige  andere  selbst  unter  acht  Functionen 
(fy  g  [Vj  iü\.  Endlich  giebt  es  zwanzig,  die  auch  alle  sechzehn 
Functionen  r/)^  ^  (ü,  iv]  enthalten,  die  aber  in  jedem  ihrer  vier 
Glieder  vier  verschiedene  Factoren  (py  ^  (r,  tCj   haben. 


Unvorhergesehene  Zufälle  haben  mich  verhindert,  diese 
Abhandlung  rechtzeitig  zu  vollenden.  Jetzt  ist  der  für  die 
Concurrenz  festgesetzte  Termin  so  nahe,  dass  ich  kaum  Zeit 
habe  kurz  zu  zeigen,  dass  die  soeben  für  2\  und  x^  und  v  und  w 
gefundenen  Ausdrücke  in  der  That  den  Gleichungen 

[426] 


(101) 


_r'(A+B^)^   r- 


(A  +  B.r  6/3T 
\[xkla) 

-\-^'xdx 


y[xkiu) 


*)   Diese    bestehen    zwischen   vier  Functionen .    während   die 
andern  sechs  enthalten. 
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66  Georu:  Roseiihain. 

?enüj;en  iiiul  dass  diese  Losiin;^^  der  Gleicliiingcn  ^KM;  für  die 
Unbekannten  x^  nnd  .7\  nicht  nnr  einen  Specialfall  umfasst, 
wie  man  auf  Grund  der  offenbar  besonderen  Üeziehunjj:  glauben 
könnte,  die  zwischen  den  vier  Paaren  conjug^irter  Perioden- 
indioes  der  periodischen  Functionen  .r,  (r,  ?r),  .r^  (r,  w)  fest- 
steht, scindern  dass  diese  Beziehung  unabhängig  von  den  Werthen 
der  Moduln  /?-,  /.,  //  statt  hat.  Wenn  ich  es  trotzdem  wage, 
diese  unvollendete  Abhandlung  dem  Urtheil  der  Academie  zu 
unterbreiten,  so  ist  dies  durch  die  Meinung  begründet,  dass 
sie,  auch  so  wie  sie  ist,  einiges  Licht  über  die  vorgelegte 
Frage  verbreitet ;  überdies  wird  man,  ebenso  wie  ich  von  den 
Functionen  zweier  Variabler  mit  drei  Perioden  zu  denen  mit 
vieren  fortgeschritten  bin,  auch  periodische  Functionen  von  drei 
und  noch  mehr  Variablen  linden  können,  welche  die  Umkeh- 
rungen von  ultra-elliptischeu  Integralen  höherer  Ordnung  sind. 


Was    die    Vorzeichen    der    Quadratwurzeln    der    für   die 

fünfzehn  Quotienten  '  ^'^^     ' — [  gefundenen  algebraischen  Aus- 

drücke   anlangt,    so   bin    ich  aus  Mangel    an  Zeit  gezwungen, 

mich  auf  die  Bemerkung  zu  beschränken,  dass  diese  Vorzeichen 

(p .   (v  i(A 
von  denen  der  fünfzehn  Quotienten     '"^ ,  ^    ;  abhängen  werden. 

Um  diese   letzteren  Vorzeichen  zu  entwickeln,  genügt  es,  den 
Weg    zu    untersuchen,     welchem     die     sechzehn    Functionen 

'fr,s  ('^'i  ^^^')    folgen,    wenn    v'  und   ?/•'    beide    von    0  bis 

wachsen;  denn  diesen  sind,  wie  man  gesehen  hat,  die  Functionen 
ff  f.  ^    p,  ic)  mit  reellen  Argumenten  proportional. 


;427] 


(3 

• 

Setzt  man  in  der  Tabelle 

v"  =  v, 

v'"  =  v', 

tv"  =  w, 
ch 

iv'"  =  w  , 

r,  =  p  -f-  v\     r,"  =  V  — 

v\     v,'  =  (), 

.V"  =  o, 

?r^  =  ?A}-\-  tv'y     ^'\"=  VJ  — 

w\    ^/-/^O, 

y\"  =  ^ , 
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so  erhält  man  Gleichungen  zwischen  den  Functionen  r^,.  ^  {c,  w) 
mit  den  vorstehenden  Argumentenpaaren,  in  denen  man  un- 
mittelbar sowohl  die  Additionsformeln  als  auch  die  Ausdrücke 

der  partiellen  DifFerentialquotienten  der  Functionen     ^"^ )  - — - 

^iPo,oK^) 
besitzt.      Die    Gleichungen,    um    die    es    sich    handelt,    geben 

als  Summen 

fpr,s  (^'  +  ^''^   ^^"  +  ^'^'')   <iPo,o  {^  —  ^'^  ^'^  —  «'-•') 

sechs  verschiedene  Ausdrücke  und  ebensoviel  für  die  Differenz 
ihrer  beiden  Glieder.  Unter  der  Zahl  dieser  Formeln  finden 
sich  auch  die  folgenden,  bei  denen  ich  r  j  =  ü  -|-  ^' -.  ^^"i  =  ic-\-w\ 
v'^=  0  —  v\  ii\ '  =  10  —  lü    setzte : 


10: 


f  1-    2^2,o7^3,o{^^l,oK,«^4)'iPo,o(«'l'^^\')— yo,o(^\.«^\)^/^l,o(^l 

—  cp^,  (v,  tv)  ff,,  (r,  w)  cp,,  (v',  w')  r/)o,,  (v 

=  fPi,3  {^1  ^^')  'P3,3  {^"^  ^')  'Po,3  {'^\  «^')  'Pi,3   (^ 
=  9i,^  i^l  ^)  <iP3,0   K  «^)  'jPo,?  («^\  ^')  fPi,i  [^ 

—  r/),  3  (??,  w)  rp,^^  (ü,  m;)  fjp«  ^  {v,  w')  cp,^  (v 

—  'PiA   K  «^)  7^3,1    (^':  ^'-^)  ^0,3   (^'^  ^')  fpi,3  {^ 

=  fPl,^  {^'^  ^)  ^3,3  (^>  «<^)  '^O.O  (^'»  «^')  fP,,3  {^ 

—  ^2,2  {'«J  ^^)  'iPs,«  («^>  «^)  9o,l   («'»  «^')  ^JPl,l    b 
=  fpt,3  {^^  '^)  93,Z  (^)  '^)  'Po,0  {^'l  ^1  <JP|,0   {^ 


ln3 


1-    lr-2.0ro.o{r2,o'^l^«^i)</'o,o{«'4')«^l')— yO^oi^^i^^^ll'^S.obi 
=  7^3,3   K  «^)  ^i,3  («'^  «^)  7^3,3  («''^  «^')  'iPl.S  l«' 

—  r/^3^,  [v,  w)  cp,^  [V,  lü)  cp,^^  {v\  iv')  cp^,,  [v 

=  ^P3,0  i^y  «^)  ^1,0  (»,  «^*)  «5P3,0  (^'j  «^')  ^4,0  {-^ 

5* 


')} 


,  tu) 


w ) 

to') 

10  ] 


,tv') 


,10') 


lo') 


6S 


Oi'or^  Koscnliain. 


(103) 


=  ^3.«  {^^  ^^)  T't.i  {'\  ^)  fp2,,  (^\  t^')  7'..0  (»')  «<^') 

—  //^a.i  f«%  ^'*)  ^M  (^'»  ^)  fpz,:^  {^\  ^')  7'., 3  (^\  ^f^) 
=  ^/'s.o  («'?  ^)  '/'t.o  («')  «^)  n«  (^'''  ^')  Ti,i  («''j  ^^') 

—  7^3,3  ('^  W")  'iPl,3   (^S  «^^)  </'3,4    (^''j  ^')  'iPi.i    («^'>  «^')  » 

=  ^'3,3  ('N   ?'')  r«,3  (^S  «^)  '5r3,0  («''>   ^^'')  T«,0  («''j  «^') 

—  ''A3,«    («',  W)  '/>«,,    («^,  ^)  fP3,<l  i^'l  «^')  '/'l.t  («'»  ^') 
=  r3,0  (»»  ?^)  </'4,0  («'>  «^)    0^3,3  {^'^  ^^')  (Pi,3  i^'y  ^^'1 

'428]  Entwickelt  man  die  Glieder  dieser  Gleichungen  nach 
steigenden  Potenzen  von  v'  und  w'  und  vcrgleiclit  dann  die 
Coefficienten  von  v'  und  w'j  so  erhält  man  die  partiellen 
Differentialquotienten : 


dv 


dw 


ausgedrückt  durch  die  P'iinctionen  ^^'*^  '    (.    Die  neun  Fiinc- 


♦/^Coi«^^«^) 


tionen  r/^^^  (r,  w?),  welchen  den  Werthen  0,  2,  3  der  Indices 
/•  und  s  entsprechen,  und  die  Function  ip^  ,  (ü,  tc)  ändern 
ihren  Werth  nicht,  wenn  man  zugleich  —«für  v  und  — iv 
ftlr  tc  setzt,  sind  also  gerade  Functionen  von  i-^  und  lo^  ent- 
lialten  mithin  nur  Glieder  gerader  Dimensionen;  daraus  folgt, 
dass  ihre  ersten  Differentialquotienten  für  r  =  (),  ?/;  =  0  ver- 
schwinden. Ich  werde  die  totalen  Differentiale  durch  den 
Buchstaben  d  und  die  partiellen  durch  d  bezeichnen;  gelegent- 
lich werde  ich  mich  indessen  auch  der  JMf/ra?f(/rsQ.h(in  Be- 
zeichnung bedienen  und  setzen 


oder 


.//(r ,  w)  =/'  iv)dv  -t-/'  w)  die, 
df  c.  IC  =  -4-^-^   dv  -\-  -^    —  dw\ 


V) 


überdies  will  ich  die  Werthe  von  f  [v]  nndy  [w]  für  v 
mit  /'  (ü)ß  und  /'  [it:\  bezeichnen. 

Aus    der  Gleichheit    des   ersten    und    dritten  Gliedes   der 
Doppelgleichung  (102,  1)    und   aus   der    zwischen    den   beiden 
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ersteD  Gliedern  der  Gleichung  (10.''.,  1)  erhält  man  auf  -olche 
Weise  die  folgenden   Formeln  : 


104; 


a'h^ 


^v,  Wi 


Yt.ono'f'o,./^,^^; 


du 


2.  '/,V/v-7\o^^»^)-^^^^ 


105 


r^) 


429 
1-    '/i,o'/o,o  7 


'/'0,3  7^'i,3  ^^-'lo  7^3,3  l«'»  '^^)  'h,S  (P»   «'-') 

7'o,i  'f^\,t  [^^k  'h,t  '^1  ^)  'Pii  (^'  ^^)  1 


,//->;-- 


/^o,«  (P,  «^) 


dz? 


=  '/^S.S  ^P\,%  H  7  a,3  (^J   '^^i  '/^l,3     ^»  ^'J 

,1  ^/^«,o  («'j  ^) 


=  ^/^3,3  '/^^,3  Mo  ^/^3.3  K  ^)  7^4.3  (^^   ^) 

—  'h,t  'p\,f  Mo  fpz,i  ^^1 H  ''A'i,«  (^»  ^)  j 

auf  weU-he  icli   mioli   he.schränken   werde. 


Setzt    man    in    dienen    Gleichungen    U\r    die    I^'unctionen 
'*,  ' — [    die  algebraiHchen  Ausdrücke  (97,  in  x.  und  :r.,  ho 
geben  sie  die  Ausdrücke  der  Differentialquotienten 


üVx^x^       üVx^x^       d/l — x^'X — ar,      dHl — x^-i — ar. 


dr 


d  rc 


i\c 


dtc 


durch  HymmetriHche  Functionen  von  x^  und  r^,  folglich  auch 
diejenigen  von  dv  und  clw.  Um  zu  beweisen,  dass  man  hier- 
durch wirklich  erhält: 
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1001 


I.    r/r  = 


1.   (Iirr^ 


M  +  Qx,  B-fO^ 


lV4-C\r,  B' 


wo  B,  C,  B',  C  Constaiite  sind  und  6^  und  e^  die  Vor- 
zeichen 4-  oder  —  von  \'(x^klii]  und  V (.?'._,/•  A//)  bedeuten, 
betrachte  ich  die  ähnlichen  Gleichunsren 


(1u  = 


l^x^  l 

-=  dx^  4- 


e,V(x,kX^i) 


e.Vix^kTfif'"'' 


J l/^.T  1 Ll^  X 


Man  wird  nun  haben 


du  =  adv  -\-  hdiv 
du'=  a'dv  -\-  b'dtü 


[430]  und  wenn  man  mit  /  eine  beliebige  Function  von  r  und  tv 

bezeichnet,  so  folgt :    '    =a-i^  -\-a 
av         au 

Die  Gleichungen  (107)  geben 


„'V  d/_  (1/     d/ 

ati     aw         du  au 


lOS 


d^, 1 — u'^x^•t^V{x^  kkfi)     dx^  1 — l^x^-  S^V{x^kkf,l) 


du 

dx^ 

du 


Lix^x^  —  x, 


'  du' 


ux^'X^—x, 


1 — f.i'^x^'  By(x^kXy.)     dx^       1 


dti' 


)>x^  'B^[x^kl^i\ 
a^.x^—x, 


wo  ich  zur  bequemeren  Schreibweise   der  Formeln  Punkte  an 
Stelle  der  Klammern  gesetzt  habe,  die  anzeigen,  dass  alle  Glieder 
vor  dem  Punkt  mit  allen  nachfolgenden  zu  raultipliciren  sind. 
Man  hat  folglich 


;i09) 


d]  r,  .r. 


du 


\'  l  IL^X^^  •  1  — ^'^x^  \x^  x^  V  1  — ^l^X^  '  1  ^l^X^ 


^^[x^kl.ii]       e^V{x^klf^) 
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ä}x,x,  _  _  Vl—l^x^-  l—l^x^  |/ar^ar^  V\  —  X%  -  1—1% 
du'  2  u'x  ^i  —  ^1 

{s^V{x^kli.i)       e^Vix^klu)  ) 


x^  '  1  — )}x       x^-\  —  /-:r, 


109)  .{ 


dy\-x,'\- 

-^i_ 

1  l-u*a:,-l-u^:r^  y\-x^'\-x^V\-^i^x^'\-LL-x, 

d2l 

2A                                   ^.-^4 

j      €,l/{:r,Ä'A.«)                 £,T/(a:,  >?;/«)       ( 

( 1  —  x^  -1  —  a^rr^        1  —  x^-X  —  (.i^x^  j  ' 

d|/l-.r,l- 

-•^^_ 

]/  l-Ä-:r^ .  \-l^x^    V\-x^'  1-x^  y\-}}x,  ■  i-l-x 

d?^' 

2u\                                 x^-x, 

)    ey(x^kl^]               e^y(x^{kla)      \ 

(1— .r,  .  1  — /'.r,         \—x^  ■  1  — /^rJ 
Nun  haben  wir  aber  gefunden,  dass.  wenn  man  setzt 

man  auch  hat 


VI  Vx^  rr,  l/l  —  A^a:,  •  \  —  )}x^ 


e^ \  [x^  klu)         £^  V'x^  k  l  II )  ] r/)^,g[r,?6^) 

x^  .  1— ;.^r^        a:,  •  \ —l^'X.y     (p^^(v,\cy 


[431]  VuVx^x^  yi  —  u'x^'l  —  Li^ 


x^    1  — //*a-,        x^  '  1  — ."'^4)        To,o(^>^^) ' 
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VA  Vi- 

-;r..l- 

-.,|/1- 

-/'^. 

1— i'a:. 

, 

1,V{X 

f'xhi^,- 

-X.) 

£,V(a;,ÄAiu) 

1 1 

-^.  • 

l—l'x^ 

1- 

-x,^i-Px, 

iftVi- 

-;r,l- 

-x,Vx- 

-,,'^, 

•»-/'*-^».. 

Vi;  1, 

,"i/'AK 

-^.) 

X 

i 

\  - 

f,l''(;r 

,a;.,«) 

fj  (.r^^-A//) 

also  aus  den  Gleiclumgen  (100)  folgt 


110) 


1/  i^ü 


(^Vl 


dti 


^U 
l. 


yO.O     ^0.3 


^JP3.3      fp3,ii 
y'3,ü      ^/^3.4 


."Ä  <iP4,3     fPo,3' 

Vergleiclit  man  diese  Gleichungen  mit  den  Formeln  (104^ 
und  (105),  so  siebt  man,   dass 


^111 


^.  dKr^ar,  ^  2_^  ^3.3  <P\,2  (^io    ^Vx.x^ 


4- 


2^Ä  fp,,i^p\,A^)^    dVx.x^ 


^k 


^/^*.o  ^Aoo 


dw' 
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(111) 


(112) 


.dl  l — .r,  •  1 — a:, 2  t<;  ^fa.'.i^P' \,h{^^ü  dl  l — ^,  •  1 — ^i 

d«'  ""    ."fc        nofiPo,o  d^^ 

^  lifl  ^M^ViW.,  dl/1— a:,    \—x,_ 
h       fPi,ofPo,ü  d^/ 


dVl— :r,  •  \  —  x^_  2  t(;i  ^3,3<jp'i,3Mü  dVl— a:,  •  1— rr. 


d^^ 


7^2,0  ^0,0 


du 


+ 


2  ."A  ^3,?^\,4Mo  dVl— a:,  •  1— :r. 


^A:         7^2,0  <iPü,o  dl/ 

folglich  auch 

ec^M  =  adv  +  ^^^^'  >  («^'  —  ^ö^')  ^^  ==  ib'du  —  ihdu\ 

idu' T=  a'dv  +  h'dic ,         («i'  —  ha')div  =  —  iudu -\-  iadu' , 

[432]  wo 

^  _  lilA     ^3.3   <JP\,3   Wo    ^    2   ^3.3  y\,3  Wo 
."A;  ^*-,o^o,o  "         </^2,3  90.3       ' 

^  ^  2  ^<;t  ^3,3  y  V3  (!<;),  ^  ^  ^3,3  y  V3  (^;), 

,,'  =.  1^     ^3,2  y\,i  (^)o    ^    2    ^33^'«.^  Wo  ^ 

>^A;  fiP2,o^o,o  '       9o,iffi,i 

Setzt  man  also 


(113) 


B— Ca: 


B  — Cr. 


dw^= 


B'  — Ca-, 


B'  — C'ar, 


-  /7  r    4- === 

i^y(x,klu)        *^  £,l/(a-,/?:/.u 


==  f/:r, , 


so  findet  man 


74                                    «oort! 

Rot^onh.'iin. 

^-*ab'-ba" 

J/)/-^hir 
^-'  ah'-ba'  ' 

H'-:     «-"' 

an^—a'r- 

'  —  '   ah'— ha' 

(1  h  —  ha 

Aus  der  Tabelle  erliiilt  man 

h'—h 

=  'fi,^  'f  Ü.3  ffi.i  ff\,i  Mü  —  fp■^,■^  'foi  ^/^«..  7  '...  i^'')ü 

und  diese  Gleichung  bestellt  noch,  wenn  man  (p'  (/')„  für 
'/'  (^Oo?  ^  f^^'  '^^  "'  ^^*^*  '''''  setzt.  Es  giebt  zwanzig  Formeln 
von  vorstehender  Form,  deren  jede  zwischen  drei  andern  der 
sechs  Grössen  fp'y,^  (w)qj  fp\,r(^^)Q  besteht,  und  dieselben  Glei- 
chungen müssen  auch  durch  die  sechs  constanten  Grössen 
T'r.i  (^)oj  ^p\,r  (^)o  erfüllt  werden.  Unter  der  Zahl  dieser 
Formeln  findet  sich  auch  die  folgende: 

=  'Po,i>fpi,i'p3,,(p\.iMo 
1^ fr-  ^0,2  (p^,-i  ^P3,t  ^3,3  =  'iTo.oT'i  ,i^P3.0fp  i.i  «  ■ 

7    4,0 

[433  Bezeichnet  man  mit  /(^,  ?^'),  xli[v^tv]  irgend  zwei 
der  sechs  Functionen  </),.  ^  ('■??'",  welche  für  «  =  z^- =  0  ver- 
schwinden, so  kann  man  den  Werth  der  Functionaldeter- 
minante 

X  [v)  H>'  W  -  V^'  (^•)  /'  M 

für  ü  =  ?c  =  0  rational  ausdrücken  durch  die  VVerthe,  welche 
die  zehn  andern  Functionen  (p^.g  an  der  Nullstelle  der  beiden 
Argumente  annehmen.  Mit  Hülfe  der  in  Capitel  II  (§  8)  ge- 
fundenen Formeln  bin  ich  zu  diesen  Ausdrücken  gelangt,  von 
denen  einer  ist 

(,,6)     5*jp^    '^»^'J'-^f'^'-'?^»-'  ='/',,.  Wo'/..  M„ 

^  7  ..4  ^3.3 

—  'P'..3Mo^i,2  Wü 
=  7^.1    70  0   7^4.0   7^3,0- 
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Von  diesem  kaun  man  leicht  zu  den  ülirigen  vierzehn  ge- 
langen mit  Hülfe  der  Gleichungen,  welche  zwischen  drei  be- 
liebigen der  sechs  constanten  Grössen  <f>\  ,.  (rj^j,  ip' ^  ,  (v)^^  statt 
haben;  denn  da  die  Grössen  (p\  ,.  (?^?)o,  c/)',. ,  (w)^  denselben 
Gleichungen  genügen  müssen,  so  erhält  man  die  Verhältnisse 
der  Wertlie,  welche  die  fünfzehn  Ausdrücke 

x  (»] «/''  {"•)  -  •/:  M  </''  («') . 

für  V  =  0,  v:  =  0  annehmen. 

Man  hat  also  zufolge  dieser  Formeln 

7^3,0  'P3,i  fpS,3 


ab' 

— 

-ba 

a  - 

— 

a 

ab' 

— 

b  a 

b')} 

-biC- 

^/^3,o  ^Pz,-.  'JPa, 


o(^^o,-^'^-'  — ^."'__     .-  y>2,o y... y^.,3     y^,.i  Mo 


ab'  —  ba' 


f/^3.0  7^; 


«yPs-O  ^3,2  'iPs.s 


ab'  —  ba'  ^jp3,o  9^3.2  <iP3.3    fpz,isfpz,^JP 


0_ 
3  3 


^/^..4   (^')( 


=  —  2  V/^'  /  LI 

'        Vs.ü  '/'3,2  fp3>3 

In  der  Theorie  de^.  elliptischen  Functionen  giebt  es  unter 
den  den  Functionen  r/),.  ^  (ü,  zv]  analogen  vier  Functionen 
^r  (^5  ??)  ®^°®  einzige,  die  für  v  =  0  verschwindet,  nämlich 
^^^  [v^  q) ;  unter  den  Differentialquotienten  ^',.  [v]  ist  dagegen 
^\  (r)  der  einzige,  der  für  v  =  0  nicht  verschwindet;  434] 
man  kann  aber  0-' ^  (0)  mittels  der  bekannten  Gleichung 
^\  (0)  =  ^  (0)  ^,  (0)  ^3  (0)  durch  die  drei  Functionen  ^,.  0^ 
ausdrücken.  In  der  Theorie  der  ultra-elliptischen  Functionen 
ist  die  analoge  Eigenschaft  der  Functionen  cp^.g  {v,  zc)  durch 
die  Gleichungen  von  der  Form  (116)  dargestellt.  Die  partiellen 
Differentialquotienten  ff'..^^^v]^^  '/'-2.4  K"  o?  ^/^'sil^u?  ^jP's,»  (^^')o 
können,  für  sich  allein  betrachtet,  nicht  auf  die  Werthe 
ifyg  (0,0)  reducirt  werden,  wohl  aber  hat  die  aus  ihnen  zu- 
sammengesetzte Functional- Determinante  diese  Eigenschaft 
der    Function    ^\  [v]    bewahrt;    dies    ist    der    vollkommenen 


7(i  CicDrg  liostuliain. 

Analojfie  conforra,  welche  /wischen  den  DitVcrcntiahiuotienten 
der  Function  einer  Varijiblen  und  den  Function:il- Deter- 
minanten herrscht  und  die  von  Jarohi  in  den  ausgezeiclmeten 
Abhandluufren,  die  der  berühmte  Mathematiker  über  diesen 
Gegenstand  veröffentlicht  hat,   bewiesen  ist. 

Nimmt  man  in  den  vorstellenden  Gleichungen  u  und  u' 
reell,  so  werden  c  und  ic  imaginär  von  der  Form  ?7,  »/',  und 
man  erkennt  aus  der  quadratischen  Gleichung,  deren  Wurzeln 
.i\   und  x^  sind,    dass   in  diesem  Falle   die   eine  der  Wurzeln 

zwischen  0  und    1,  die  andere  zwischen  yy  und  .^    liegt   und 

mit  Hülfe  der  Ausdrücke  von  ;r,  und  x^  in  /  und  /'  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit  die  Gleichungen: 

t/r       _  i         dx 

=r — -  —  \j 


?=»/ 


\'[zklii) 


0 

1  _ 

dx 


V(xkXix]         ,h  Y(xkX^i) 
dx 


i 


y(xk}.^iy 

2  J^V{xklu]         JiV 


(xkXu) 

k'  k- 

Wenn  u  und  ii  den  Factor  i  liaben,  so  sind  d  und  ?/; 
reell  und  man  findet  für  die  algebraischen  Ausdrücke  von 
.r,,  x^  Ent Wickelungen  in  v  und  ?/',  die  ganz  verschieden  von 
denen  des  vorigen  Falles  sind. 

[4351  Indessen  wird  man  den  Gleichungen  zwischen  r,  iv 
und  den  ultra-elliptischen  Integralen  die  Form  des  vorigen 
Falles  geben  können,  wenn  man  mittels  des  Lehrsatzes  III 
im  Capitel  II  §  5  zu  den  complementären  Moduln  ]M,,  A,  ,  k^ 
übergeht.     Die  Grenzen  der  trau3formirt(;ii  Integrale  liegen  in 

den  Intervallen  u  und  1 ,  — -  und    .  , ,  und  ebenso  wie  im  vor- 

hergehendeu  Falle    findet  man  die   Gleichungen    zwischen  den 
über  die  ganzen  Intervalle  ausgedehnten  bestimmten  Integralen. 
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Kehrt  man  dann  zu  den  Moduln  k^  A,  /«  zurück,  so  uelimen 
diese  Gleichungen  die  Form  au 

,  ,„g^,  =  B  (   -^ —  c  (  ~ßL=  , 
J±    V{xk}.u)        J\_    VixkXit) 


1 


Eliminirt  man  aus  diesen  acht  Gleichungen  zwischen  den 
bestimmten  Integralen  die  Constanten  A,  B,  C,  B',  C,  so 
kommt: 

j  xdx        C         dx  C  dx         C        xdx 

11  11 


[436]  oder 

,0 


118)   o  =  r     r    J^  -  y)  ^^  ^y     _  p  p    (^-y)  ^^  ^y  _ 

J-ao.'     ^'-(^'^•^^O  (y^^-.«)     JlJl  \-{xkl^i)  (yklu)' 


'  ik-.'     ;.^ 


Dies  aber  ist  die  neue  Beziehung  zwischen  den  bestimmten 
Integralen,  deren  ich  schon  Erwähnung  gethan  habe.  Um  zu  be- 
weisen, dass  sie  identisch  ist,  d.  h.  unabhängig  von  den  Werthen 
X-,  /,  u  besteht,  versuchte  ich  sie  zuerst  mit  Hülfe  des  Abefschen 
Theorems  über  die  Addition  von  Integralen  algebraischer 
Functionen  abzuleiten,  das  ja  nach  einer  Bemerkung  Jacobts 
auf  vielfache  Integrale  ausgedehnt  werden  kann ;  aber  ich  zog 
daraus  nur  das  negative  Resultat,  dass  die  Gleichung 
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X  —  i/i  dx  dy  ^       ^[x^  —  yj  </.r,  ^///|_ 

^  = }  -(:r/:A//).(y/A^T)~T^-M;://) -T^nTj 

kein  aljrebraisches  Integral  besitzt,  woini  die  Variaboln  .r, //,  r, , // , 
in  den  Intervallen,  nm  die  es  sich  handelt,  ^'enommen  werden. 
Ich  gritV  danach  zur  Keihenentwickclung  der  zwei  Doppel- 
integrale und  zwar  nach  Potenzen  von  A*  —  /r,  wobei  ich  sie 
alle  beide  derselben  Reihe  gleich  fand.  Aber  die  Vcrgleichnng 
der  beiden  Entwickeliingen  und  die  Ableitung  ihrer  Kestglieder 
erfordern  auch  eine  recht  mühevolle  Kcchnung  und  es  ist  hier 
sehr  schwierig,  die  allgemeinen  (Jlieder  in  eine  elegante  Form 
zu  bringen.  Gerade  zu  rechter  Zeit  finde  ich  daher  einen 
directen  Beweis,  der  ohne  die  mindeste  liechnung  allein  durch 
die  Kraft  der  Ueberlegungen  zeigt,  dass  die  Gleichung  (116) 
unabhängig  von  den  Werthen  der  Moduln  /•,  A,  /t  statt  hat. 
Kr  gründet  sich  auf  die  Eigenschaften  mehrdeutiger  continuir- 
licher  Functionen  und  deshalb  will  ich  zuvor  einige  Worte 
über  diese  Functionen  sagen. 

Ich  nenne  eine  Function  von  x  mehrdeutig,  wenn  deren 
Definition  mehrere  Functionen  zugleich  umfasst.  Sie  wird  also 
im  Allgemeinen  für  jeden  Wertli  der  Variabein  gerade  so  viel 
Werthe  haben,  wie  sie  verschiedene  Interpretationen  zulässt, 
und  437]  genau  so  viel  verschiedene  continuirlichc  Werth- 
systeme  wird  sie  geben,  wenn  man  das  Argument  x  sich  cou- 
tinuirlich  ändern  lässt.  Definirt  man  aber  den  Werth  der 
Function  für  x  =  a  m  eindeutiger  Weise  dadurch,  dass  man 
ein  bestimmtes  System  auswählt,  welchem  man  für:r  =  rt  den 
Werth  der  Function  zu  entnehmen  hat,  so  giebt  es  dann  keine 
Ungewissheit  mehr  über  die  Werthe  der  Function,  welclie  den 
Werthen  von  x  entsj)rechen,  die  wenig  von  a  verschieden  sind. 
Denn  naeh  dem  (Jontinuitätsprincip  muss  tinem  continuirlichen 
Wege  der  Variabein  immer  eine  continuirlichc  Aenderung  der 
Function  entsprechen.  Man  kann  demnach  nicht  ohne  will- 
kürlich die  Continuität  zu  zerstören  von  einem  Werthsystem 
der  Function  zu  einem  andern  übergehen,  ausser  wenn  das 
Argument  ./•  auf  einem  continuirlichen  Wege  zu  einem  Werthe  h 
gelangt,  für  welchen  zwei  oder  mehr  dieser  Systeme  dieselben 
Werthe  ergeben.  Ist  ein  solcher  Werth  b  einmal  erreicht, 
so  beginnt  dieselbe  Unbestimmtheit  wiederum  und  man  wird 
von  neuem  beliebig  das  System  wählen  können,  in  welchem 
man  die  Werthe  der  Function  zu  nehmen  hat,  die  den  wenig 
von  b  verschiedenen  Wertheu  des  Argumentes  x  entsprechen. 
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Indessen  giebt  es  Fälle,  in  denen  man  die  wiederholte  Rück- 
kehr dieser  l'nbestimmtheit  dadurch  verhindern  kann,  dass 
man  die  Definition  der  Function  in  engere  Grenzen  einschliesst, 
welche  die  Auswahl  unter  den  verschiedenen  Systemen  weniger 
willkürlicli  machen. 

Wenden  wir  diese  Principien  an  auf  das  Integral 


wo 

X  =  rt ,  —  .r  •  a.^  —  X  '  c/3  —  X  •  flj  —  X  ■  <7.  —  x  •  a^^  —  x 

und 

f^  <  ^fi  <  ^h  <  «4  <  '^5  <  ^'r,  • 

Dies  Integral  hat  gar  keinen  bestimmten  Sinn,  wenigstens  nicht 
bevor  man  [438'  über  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  für 
jedes  durch  r/^  und  or^^j  eingeschlossene  Intervall  überein- 
gekommen ist.  Aber  nach  der  Definition  eines  Integrales  als 
unendliche  Summe  kann  man  das  vorgelegte  Integral  und  all- 
gemein das  Integral  einer  doppeldeutigen  Function  auf  zwei 
verschiedene  Weisen  betrachten.    Bei  der  einen  betrachtet  man 

das  Integral  der  beiden  1  mictioueu  -f • r^ —  , —^^_ —  , 

yx  yx 

ohne    Unterschied    in    demselben    Zeichen   begrifi'en, 

yx 

nur  mit  Rücksicht  auf  Einhaltung  des  Continuitätsprincipes, 
indem  man  allein  an  den  Grenzen  eines  Intervalles  flf„^,  Um  +  i 
das  Zeichen  der  zu  integrirenden  Function  wechselt.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte,  welcher  nichts  der  Integraldefiuitiou 
widerstreitendes  hat,  kann  das  vorgelegte  Integral  jeden  mög- 
lichen reellen  oder  imaginärere  Werth  besitzen,  denn  man  kann, 
von  «,„  nach  ö„j  +  ,  gelangt,  ohne  das  Continuitätsgesetz  zu 
verletzen,  so  oft  man  will  zu  a^^  und  von  da  wieder  nach 
a„j^,  zurückkehren  und  das  Zeichen  der  zu  integrirenden 
Function  wechseln,  so  oft  man  zu  einem  dieser  Werthe  kommt, 
wenn  man  nur  zuletzt  an  der  oberen  Grenze  x  des  vorge- 
legten Integrales  anhält. 

Auf  diese  Art  hat  Jacohi  in  seinen  Vorlesungen  bewiesen, 
dass  die  Grenze  eines  vorgelegten  Integrales  eine  periodische 
Function  des  Integrales  selbst  ist. 
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Von  dem  aiidoru  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  man  im 
Gegentheil  dies  Integral  nur  einer  der  beiden  in  demselben 
Zeichen  ]  X  begriiTencn  Functionen.  Hat  man  also  diejenige 
ausgewählt,  deren  Integral  man  bestimmen  will,  so  ist  alles 
bestimmt,  wenn  die  Integrationsgrenzen  nicht  die  des  Inter- 
valles  ff^,  (^fJ^  +  ^  überschreiten;  sie  können  sie  sogar  erreichen, 
ohne  dass  dadurch  eine  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  ent- 
steht ;  denn  bei  (f,,,  ^  ,  angelangt,  kann  man  nicht  wie  in  dem 
anderen  Falle  nach  Zeichenänderung  zu  t/„^  zurückkehren, 
denn  das  Vorzeichen  ist,  wenigstens  für  dies  Intervall,  zuvor 
durch  die  Definition  von  V  X  bestimmt.  Wenn  allerdings  die 
Integration  weiter  ausgedehnt  werden  soll,  wird  die  Wahl 
des  Vorzeichens  willkürlich;  indessen  kann  man  immer  von 
vornherein  die  Definition  desjenigen  der  beiden  Functionen 
entgegengesetzten  Vorzeichens,  deren  [439]  Integral  man  finden 
will,  so  festlegen,  dass  die  Wahl  nur  für  eine  einzige  Grenze 
«,,,  zweier  aufeinander   folgender  Intervalle  willkürlich   bleibt. 

Zu  dem  Ende  defiuire  ich  Vx  als  Product  der  sechs 
Factoren  ]  t/,,,  —  .r  und  lasse  das  Vorzeichen  von  IX  von 
den  Vorzeichen  dieser  einfachen  Factoren  abhängen.  Damit 
dies  nun  in  vollkommen  bestimmter  Weise  möglich  ist,  sage 
ich,  dass  ich  von  den  beiden  Werthen  von  Va,^^  —  x  nur  den- 
jenigen f^  betrachten  will,  der  positiv  ist,  wenn  x  sich 
zwischen  —  oo  und  ^r^^  befindet,  und  ich  verlange  den  Werth 

,      ,  ,     r'    (A  +  Ba:)  dx        .  ^.     r^     .  r 

des  Integrals   I  ,.    .  ,  wie  wenn   die  Factoren  /^ 

vollkommen  bestimmte  Functionen  von  x  wären.  Die  einzige 
Schwierigkeit  ist  nun  zu  sagen,  welches  der  Werth  einer 
Function    /,„    ist,    die    definirt    ist    als    -\-  Va^^  —  x     für 

—  oo  <;  .ü:  <I  «,H  ?  wenn  ^/„,  von  x  überschritten  wird.  Und 
hier  nun  tritt  die  willkürliche  Wahl  des  Vorzeichens  ein,  denn 
man  kann  sagen,  dass  für  «„,  <<  a:  <^  +  oo  der  Werth  der 
Function  /,„  (gemäss  der  Definition  positiv  für  das  andere 
Intervall)  entweder  -i-iVx — «^  oder  — iVx — a^  ist;  die 
Wahl  aber,  die  für  eine  der  Functionen  /„^  zwischen  diesen 
zwei  Werthen  getroffen  wurde,  muss  dann  nach  der  für  alle 
übereinstimmenden  Definition  auch  für  die  übrigen  dieselbe 
sein;  sei  also 

—  oo<.r,,<rt,,  r/,<:r,<«2,   a^<i^i<"-,,  ^3<^3<«4» 

a4<^4<«r,j  «5<^5<<'6>   "f.<^ü<^; 
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seien  ferner  yx^,,_yx^,  TX,,  Vx,^  VX,,  VX.,  Vx^  die 
Werthe,  welche  IX  annimmt,  wenn  man  darin  für  x  der 
Reihe  nach  Xq,  ar^,  x^^  x^^  x^j  x.^  x^^  setzt;  dann  hat  man 
nach  der  gegebenen  Definition: 

V  Xq  =  Ma^  —  x^  ■  a,~j-^  ■  «3— A-, .  a,—:r^  ■  a.—x^  •  a^—x^ 

y  X,  =       i  Vxy — Uj^ '  «2 —  x^  •  «3 — x^  •  a^ — x^ '  a- — x^^  •  a^ — x^ 

VX^  =  —    ]'  x^ — «,  •  .r.2 —  «o  •  ßg — ^2  •  ^^\ — ^^-1 '  ^5 — ^i  '  ^e — -^-2 
440^ 

I/X3  =  —iyx^^a^  .x,—a^-x,r—a^'a^-x.-a.—x^-a^^x^ 

yX,  =  +    I  x^—a^'X^  —  a^x^—a,,'X^—a^-a^—x^-a^—x^ 

y  Xp.  =  —    Vx. — a.  •  ^,.  —  a.,-  ^,. —  a..  ■  a:,. —  a,  •  x,_ —  a.^  •  x, — a. 


folglich 


/»öä,  /^öo  ^a^ 

Das    erste   Glied    dieser   Gleichung    ist    gleich    Null,    da    die 
Integrationsgrenzen    zusammenfallen,    wenn    man    x   durch  — 

X 

ersetzt;   das   zweite   Glied   hat   die   Form  M-|-N^,  und  setzt 
man  noch 

so  hat  man 

Ustwald's  Klassiker.    05.  ß 


^>(''*  /^'<4  /»"■■ 

Jede  dieser  Gleichungen  steht,  wie  mau  weiss,  an  Stelle 
von  zwei  Gleichnncron,  da  diese  Summen  unabhänjrig  von  den 
Werthen  von  A  und  H  versehwinden  müssen.  Setzt  man  hier 
für  die  sechs  Grössen  1  X„,  ihre  Werthe,  so  erhält  man  diese 
Gleichunjren  in  der  Form,  w^elche  Jarohi  in  seiner  berühmten 
Abhandlung  über  die  vierfach  periodischen  Functionen  ge- 
geben hat. 

[441]  Aus  den  vier  unter  den  beiden  letzten  Gleichungen 
enthaltenen  zieht  man  unmittelbar 

XL        '^^^3  }J^^       VX.-VY7 

'   "•'./..        ^X,    VY,  '.!,j^,         VX,    VY,        ' 

wo  ]  Y^  dieselbe  Function  von  y„,  ist.  wie  ]  X„,  von  .r,,, . 

Diese  Summe  M  von  zwei  Doppelintegralen,  die  unter  den 
drei  vorstehenden  Formen  dargestellt  ist,  ist  immer  gleich  Null. 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerke  ich  zuvor,  dass  der  Werth 
von  M  nur  von  den  Differenzen  der  sechs  Grössen  a^  abhängt, 
denn  substituirt  man  r — b  für  .r,„,  ic — h  füry,,,,  so  erhält 
man  dasselbe  Resultat,  wie  wenn  man  ^/„,  -\-  h  für  «„,  setzt. 
Teberdies  ist  M  auch  eine  symmetrische  Function  der  sechs 
Grössen  «„,,  denn  sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  irgend 
zwei  jener  Grössen  mit  einander  vertauscht.  Dies  sieht  man 
<»hne  Mühe,  indem  man  erstens  beachtet,  dass  jeder  der  drei 
für  M  «regebenen  Ausdrücke  die  Form  des  folgenden,  der 
dvittt'  di»'   des  ersten  nnnlmmt.   sobald  mau  für  jede  Grösse  r/,„ 
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die  folgende  f/,„^,,  für  die  sechste  aber  «,,  die  erste  a^  setzt; 
dann  bemerke  man,  dass  M  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a^ 
der  Reihe  nach  mit  beliebigen  drei  der  fünf  andern  Grössen  a^^ 
vertauscht.  Der  Beweis  dieser  letzten  Eigenschaft  wird  sehr 
erleichtert,  wenn  man  die  Form  M  passend  wählt,  an  welcher 
man  die  genannte  Yertauschung  vornehmen  will;  und  da  das 
behandelte  Integral  verschwindet,  wenn  seine  oberen  und 
unteren  Grenzen  zusammenfallen,  so  kann  man  sich  ohne 
Mühe  überzeugen,  dass  M  in  der  That  die  zweite  Eigenschaft 
besitzt.  Man  braucht  dazu  nur  442]  die  verschiedenen  Werthe 
VX^  zu  beachten ,  welche  >  X  in  den  verschiedenen  durch 
a„j  und  aJ^^_^.^  begrenzten  Intervallen  besitzt,  sowie  auf  die 
Definition  von  Va^  —  x  Rücksicht  zu  nehmen. 

M  ist  eine  symmetrische  Function  der  Grössen  a,,,  und 
hängt  gleichzeitig  nur  von  den  Differenzen  dieser  Grössen  ab; 
sie  kann  demnach  allein  von  den  Quadraten  dieser  Differenzen 
abhängen,  wird  sich  folglich  nicht  ändern,  w^enn  man  —  a,n 
für  jede  der  sechs  Grössen  </„,  setzt.  Substituirt  man  mithin 
—  X  und  — y  für  x  und  y,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat, 
wie  wenn  man  —  r/^^  für  a^^^  gesetzt  hätte ;  nichtsdestoweniger 
ändert  sich  M  durch  diese  Substitution  in  — M;  man  hat  also 
M  =  —  M  oder  M  =  0. 

Setzt  man  endlich  VX^  =  «'"  VX  ,  1  Y^  =  ^'"  y  Y,  um 
die  Formeln  durch  die  gebräuchlichen  Zeichen  auszudrücken, 
so  erhält  man: 

0  =  r  T  '  ^^li_f!_^  —  ff  "('^~y  dxdj^ 

Q^  r    f  '  l^—y.  dx  dy        C  T  '  'x—y)dxdy 

Jaßa.^         1'=^^  IJa.  ^  ^^         '     . 

0  =  r  T  ^  x  —  y)dxdy  _  C    C  '  \x—y  dxdy 
J    J  ]  —  XY  J    J      '     1— XY        ' 

und    setzt    man    a^  =  —  co,    f/,  =  0,    a^  =  1 ,    fl^j  = 


k'  ' 


1  1 

u.=  -^^,  «,=  — r.   SO  kommt 


6* 


S4 
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—    — 

„  _  r    p  x-y)dxchj  _  pr"" 


(:c  —  y)  (Ix  dy 


1         1 


*  1-2  «2 
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Tabelle  der  Formeln. 

(Siehe  Seite  53.^ 
Auszug. 


(1 ;  a, 

(1,  h)  und  (1.  c 

M    u.M, 

33.33-33-334-32-32-32-32     M    od.M, 

33-33-33-33- 32-32-32-32 

M'  11.  M/ 

-23-23-23-23 +22-22.22-22     M'  od.M/ 

23-23-23-23  — 22-22-22-22 

M"u.M/' 

13-i3-13.13  +  12-1212i2     M"  od.M/' 

13. 13-13.13  — 12-12-12-12 

M"'u.M,"' 

03-03-03-03+  02-02-02.02     M'"od.M/" 

03-03-03-03  — 02-02-0202 

M    u.Mi 

(1 ,  d) 
30-30-30-30  — 3i-3i-3i.31     Mj    od.M 

30-30-30-30  +  31-31-31-31 

M'  u.M/ 

20-20. 20-20  — 2i -21  •2r21      M/  od.M' 

20-20-20-20  +  21-24-21-21 

M"  11.  M/' 

i  0-1 0-1 0. 1 0  — 11.1  i.H-M     M/'od.M" 

10.10.10-10  +  11.1M1.1  1 

M"'u.M/" 

00. 00-uo-oo  — 01-01-01-01    M/"od.M"' 

00.00-00-00  +  01-01-0101 

(2,  a) 

(2,  h)  und  (2,  c) 

M    u.Mj 

33-3303-03 +  32-32-02-02     M    od.Mj 

33-3303-03  — 32-32-02-02 

M'  u.M/ 

23-23-13.13 +  22.22.12-12     M'  od.M/ 

23-23-13-1  3  — 22-22-12-12 

M"u.M/' 

13.13-23-23 +  12-12-22-22     M"od.M/' 

13-13-23-23—  12-12-22-22 

M"'ii.M/" 

0303. 33. 33  +  02.02-32  32     M'"od.M/" 

03-03-33-33  —  02-02-32-32 

M    11.  Ml 

(2,  (7; 
30-30-00-00  — 31-31-01-01      Mi    od.M 

30-30-00-00  +  31-31-01.01 

M'  u.M/ 

20-20-10-10  —  21-21-11-11      M/  od.M' 

20.20-10.10  + 21. 2M1. 11 

M"u.M/' 

10-10-20-20  — 11-11-21.21      M/'od.M" 

10-10-20.20  +  11-11-21-21 

M'"u.M/" 

00-00-30-30  —  01-01.31.31      M/"od.M"' 

00-00-30-30  +  01-01-31-31 

3,«; 

(3.  h)  und  (3,  c] 

M    u.Mi 

30.30-33-33- 31.31-32-32 

M   od.  Ml 

30-30-33.33  +  31.31-32.22 

M'  u.M/ 

20-20-23-23  — 21. 21.22.22 

M'  od.M/ 

20.20-23-23  + 21.21-22.22 

M"u.M/' 

10.10-13-13  -   11-11-12.12 

M"od.M/' 

10-10-13-13  +  11-11-12-12 

M"'u.M/" 

00.00-03-03  — 01.01-02-02 
(3,  d) 

M'"od.M/" 

00-00.03-03  +  01-01-02-02 

M    11.  Ml 

33-33.30-30  + 32-32-31-31 

Ml    od.M 

33-33-30-30  —  32-32-31-31 

M'  u.M/ 

23.23.20  20  +  22-22-21-21 

M/  od.M' 

23-23-20.20- 22.22.21-21 

M"  u.M/' 

13-13-10.10  +  12-12-11-11 

M/'od.M" 

13-13-10-10  — 12-12-11-11 

M'"u.M/" 

03-03.00-00  +  01-01-0202 

M/"od.M"' 

03-03-00-00  — 01-01-02-02 

bti 


Cieojg  Kosonhalu. 


M    u.M, 
M'  u.M,' 
M"  u.M," 
M>.M,"' 

M    u.M, 
M'  u.M,' 
M'u.M," 
M"'u.M,"' 

M    u.M, 
M'  u.M,' 
M"  u.M," 
M"'u.M,"' 

M  u.M, 
M'  u.M,' 
M"  u.M," 

M"'n.M,"' 

M    u.M, 
M'  u.M,' 
M"  u.M," 
M"'u.M,"' 

M    u.M, 
M'  u.M,' 
M"u.M," 
M'"u.M,"' 


30-300303  — 31-31  OäOi 
iO-20UI3  — ilil  »ili 
<0-IOi3-23  —  MHi:*ii 
0000-33-33  — 010f.32-3i 

33-330000  4-  32-3äOIOf 
i3-23.»OIO  4-ä2-52IM  1 
«313  20. 20  -|-<2.12-2f-2l 
03-03. 30-3l>    -020231 -31 


23.23.33 
33-33-23 
03-03-13 
13-1303. 

20-20-30 
30  30-20 
00-00-10 
(0-1000 

23-23-03 
3333.13 
03-03. 23 
13. 13-33 

20-20.00 
30-30. 10 
0000-20 
10-10-30 


M 

u.M, 

20-20.33 

M' 

u.M,' 

30. 30  23 

M" 

u.M," 

00-00.13 

M" 

'u.M,'" 

10.10-03 

M 

u.M, 

23-23-30 

M' 

u.M,' 

33.33-20 

M" 

u.M,' 

03-03.10 

M' 

'u.M,'" 

13-13  00 

(o.  a 
33  -1-22. 
23  4-  32. 
13  -h  02- 
03  -r-  12- 

30  —  21. 

•20  —  31. 
•10  —  01. 
00—  l|. 

6.« 
03  -f-22. 
•13  4-32- 
•23  -h02. 
•33  4-  12. 

-00  —  21. 
•10  —  31- 
.20  —  01- 
.30  —  11- 

•33  —  21 
23  —  31 
1:1  —  01 
03—  11 

1,(J 
•30  -i-22 
-20  4-32 
.10  4-02 
.00  4-12 


I 
22-32.32  1 
32-22.22  ! 
02.12.12  1 
12-02.02 

21-31-31  I 
31-21.2!  i 
01-11-1  I  ' 
11-01-01 


-22-02-02  11 
•32-12-12! 
-02-2^22  !' 
-12-32-32 

21-01. Ol 
-31-11-11 
•01-21.21 
.11-31-31 

-21. 32. 32 
•31.22.22 
•01-12-12 
-11-02-02 

22.31.31 
32-21.21 
02-1M1 
12-01-01 


.  t.  ''     UUil    ,'♦.  r, 

M    od.M,      I  30.30.0303  4- 31-31-0202 

M'   od.M,'    I  20.20-13.13  4-21.21.12-12 

M"od.M,"  10I0-23-23  4-11-11.22.22 

M"'od.M,'"  0000-33. 33  4- Ol   01.32.32 

M,     od.M  33.3300.00  — 3232. 01. 01 

M,'   od.M'  23  23.10-10-22-22.11-11 

Ml"  od.M"  1313.20.20- <2.12-21-21 

M,"'od.M"'  03-03-30-30  —  02-02-31-31 

(5,  b)  und  (5,  c, 
M    od.M,         23-23-33.33- 22-22.3232 
M'  od.M,'        33-33.23.23  —  32-32.22  22 
M"  od.M,"      03.03.13.13  —  02.02.12.12 
M"'od.M,"'      !3. 13. 0303  — 12-12-02-02 

M,  od.M  20-20-30-30  4-21.21.31.31 
M,'  od.M'  30.30.20.20  4-31-31.21.21 
M,"od.M"       00. 00. 1  01 0  H- 01.01-11-11 

M,"'od.M"'     10  1000.00  4-  IM  i-oi-oi 

'ß,b:  und  ;6,  c) 
M    od.M,         23.23  03  03  —  22.22-02.02 
M'  od.M,'    I    33.33-13-13  — 32.32-12^12 
M"od.M,"       03-03.23.2.S —  02.02-22.22 
M"'od.M,"'      1  3-1  3. 33-3:<  — 12-12.32-32 


M,    od.M 
M,'  od.M'   I 
M,"od.M"  I 
M,"'od.M'" 

M    od.M, 
M'  od.M,'    j 
M"  od.M,"  1 
M'"od.M,"' 


20-2000. 00  4-  21-21-0101 
30-30.10-10  4-  31-31-M-M 
00-00.20-20  -1-  01-01-21-21 
10  10-30-30  4-  11-11-31-31 

(7,6)  und  (7,  c) 
20-20-33-33  4-  21-21-32-32 
30.30-23-23  4-  31-31-22-22 
0000.13.13  4- 01. 01-12. 12 
101003.0:{  4-  IM  1.0202 


M,    od.M      :  2323-30-30 —  22-22-31.31 

M,'  od.M'  33. 33-20-20  — 32.32-21.21 

M,"  od.M'"  I  0303-10-10  -02.02.11-11 

M,"'0d.M'"  13.13-00-00—  12-1201.01 
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Ö.  «' 

d.    Ö          Üüd      i:Ö.    '- 

M    n.M, 

20.20-0303  — 21-34 -0*.02 

M    Od-M, 

2020.0303-1- 24  24  .02-i2 

M'  U.M/ 

30-30-13-13—31-31-12-12! 

M'  od.M,' 

30  30  4 3;^4 3-^34-34. 12-4 2 

M "  u.M/' 

00 -00-2323— 01-01-22-22! 

M^od-M," 

00-00.23-23 -h  01-01 -22.22 

M"'u.Mi'" 

10-10-33-33—  n -II -32-32 1 
23.230000-h  22-22-01-01 

M^'odM/" 

40-40-33-33 -^!  4. 41. 3232 

M    U.M, 

M,   od.M 

2.3.23-00-00-22  22-01-04 

M'  D.M/' 

33-33.10-10 -{-32-32-11-11 

M/  od.M' 

33-33-40.4  0  —  32  32-14-44 

M"  u.Mi" 

03-03-20-20  ^02-02-2< -21 

M/'od-M" 

03.0320-20  — 02  •2-21-24 

M'"n.>r/" 

13-13-30  .30 -r  12-12-31.31 

Mj^'od.M"' 

43-13-30-30— 12-42-3434 

(9,  a) 

9,h]  und    9,c 

M    u.M, 

22-22-33.33  -1-  23  23-32  .32 

M   odM, 

22-22-33-33-23-23  32-32 

>r  n.M/ 

32  32-23-23 -i- 33.33-22-22 

M'  od.M/ 

32-32-2325—  J3-.33-22-2ä 

M"  n.M/' 

O202-I3.|3i^03-03-I2-I2 

M"od-M/' 

02  02-43-43  — 03-03  12-12 

M'^uM/" 

42.42-03.03+13-13-02-02 
2 1  -21-30-30  —  20.20-31  -34 

M"'od-M/'' 

42-4203-03-  13-4  3  02-02 

M    u.M, 

M,   od.M 

24 -24  3030  Hr  20-20  34-34 

M'  u.Mi' 

31-31-20-20  — 30-3024 -24 

M/  od.M' 

34-34-20-20-1-30.30-24-24 

M"  ü-Mi" 

01-04  4  0-4  0  — 00-00-44.44 

M/od-M" 

04-04.40-40 -|-00.t#-4 4 -4 4 

>r"u.Mi'" 

44.44-00-00  — 4  0-4  0-04-04 

M,'"od.M"' 

||. 11.00-00 -t- 40.40-04 -04 

CH,a) 

(4  4,  JJ  nnd  (44,  <r 

M    u.M, 

24 .24 .33-33  —  2020-32-32 

M  od-M. 

24-24  -33-33  -^  20-20-32-32 

M'  u.M/ 

31.34  23-23  — 30-30-22  22 

M'  od.lI,' 

34  -34  23-23  -f-  30-30-22-22 

M-uM," 

Ol  04-4  3-43  — 0000-42  12 

M"od.lI,'' 

04-04-4  3-4  3  -*-  00.004  2-4  2 

M'"n.M/" 

44  4403  03  — 40  40-02-02 

M"'od-M/'' 

4  4  -4  4  -03-03  +  40-4  0.02-02 

M    a.M, 

2222-30  30 -t- 2323-34-34 

M,    od.M 

22-22-30-30  — 23-23  34-34 

M'  u.M/ 

32.32-20-20^33-33-21-24 

M/  od.M' 

32-32-20-20  — 33  33  21.21 

M"u.M,'' 

02-02  4  0-4  0  — 0303-4  1. 44 

M/'  od.M" 

02  02-40-40  — 03  03  1144 

M"n.M/'' 

42-42  00-00 -h  43-43-04-04 

M.^'od-M" 

12-42  00-00  — 43-4301.04 

4  2.a) 

12,6:   und  (I2.C 

M    u  M, 

24-24  03  03  — 20  2002-02 

M  od.M, 

24-24  -03-03  ^  20-20  02-02 

M'  u.M/ 

3134 -4  3  43  —30  30-4  2-12 

M'  od.M/ 

31-34-4  3-4  3-7-30  .30-12-12 

M"  u.M/' 

01-04.23-23  —  00-00-22-22 

M"od.M/' 

01-04-23.23^00-00  22-22 

M"'a.M/'' 

4  1.44-3333—  40-4032-32 
lä,</] 

M'^od-M/" 

4  4-44-33-33-^40-40  3232 

M    li  M, 

22.22.00.00-r  23-23-04 -04 

M,    odM 

22  22  00-00— 2323-01-04 

M'  u.M/ 

32-32-40-10-^33-33-44  44 

M/  od.M' 

32  32  10-4  0— 3.3-3.3. 14 -44 

M'^u.M/' 

0202-20-20  -r  03-03-24-24 

M/'  od.M" 

02  02.20-20  —  0303-21  -24 

M"'u.M/" 

4  2-4  2-3030  —  13-13-34-34 

M/"od.M"' 

1 2-1 2-30-31^  —  1 3.4  3-34  -34 

6b 


(«eurg  Ko»euiiaiu. 


M  11  :m, 

32-320303  -f-  33-33. 0202| 

M    od.M, 

iM'  u.M/ 

22-22<313  4-23-23<2.'l2 

M'  od.M,' 

M"  u.M," 

4212-23-23  -i-^S-IS. 22-22!!  M"od.M,"   ] 

M'^u.M/" 

02-02-33.33  +  03-03-32-32 

M"'od.M,'"i 

M    Ti.M, 

31-3r00-00  — 30-300i-0)  ' 

M,    od.M 

M'  u.M/ 

2r2M0-i0-    20.20-irii 

M,'  od.M' 

M"  u.M," 

U'^^■io■20  —  ^o■io^2\■'i\ 

M,"  od.M" 

M"'u.M,'" 

0101-30-30  —00-00-31-31 

(K>.a) 

M,"'od.M'" 

M    u.M, 

31-31  03-03  — 30-30-02-02 

M   od.M,     ; 

M'  u.M,' 

21-2I-13-13  — 20-20-12-12 

M'  od.M,'   i 

M"  u.M," 

11-11-23.23- 10-10-22-22 

M"oa.M," 

M"'u.M,"' 

01  01 -33-33  —  00-00  32-32 
(16,^7) 

M"'od.M,"' 

M    u.M, 

32-32-00-00  +  33-3301  Ol  ^ 

M,    od.M 

M'  u.M,' 

22-22-10'I0  4-  23-23-1M1 

M,'  od.M' 

M"u.M," 

^2-12-20-20 +  13-13-21-21 

M,"od.M" 

M"'u.M,'" 

0202. 30-30  T-  03. 03-31-31 

(17.  aj 

M,"'od.M'", 

M    11.  M, 

1303-23-33  +  1202-22-32 

M   od.M, 

M'  u.M,' 

03-13-33-23  +02-12-32-22 

M'  od.M,' 

M"  u.M," 

23-33-13-03  +  22-32-1202,    M"  od.M," 

M"'u.M,'" 

33  2303.13  +32-2202-1  2     M"'od.M,'" 

'1 7.  d, 

M    ii.M, 

10-00-20-30  — 11  01 -21-31 

M,    od.M 

M'  u.M,' 

00-10-30  20  —  01-11-31-21 

M,'  od.M' 

M"  u.M," 

20-30-10  00  — 21-31-11-01 

M,"od.M" 

M"'n.M,'" 

.^0-20-00-10  —  31-210M1 

(23.  a) 

M,"'od.M'" 

M    u.M, 

11-01-33  23  — 10-00-32-22 

M   od.M, 

M'  u.M,' 

01-11-23-33  —  00-10-22-32 

:  M'  od.M,' 

M"u.M," 

31-21-13-03  — 30-20-12-02 

i  M"od.M," 

M"'u.M/" 

21.31-03-13  — 20-3002-12 
(23.  fl) 

'  M"'od.M,'" 

M    u.M, 

12-02.30-20  +  13-03-31-21 

M,    od.M 

M'  u.M,' 

02-12-20-30  -03-13-21-31 

M,'  od.M' 

M"u.M," 

32-22-10-00  —  33-23-11-01 

M,"od.M" 

M"'u.M,"' 

22-32-00-10    r  23-33-01-11 

M,"'od.M'" 

1  '«,  fr    mul    (14,  r, 
32.32-03-03  — 33-33-02-02 
22-22-13-13  —  23.23.12-12 
12-12-23-23-13.13-22.22 
02-02-33-33  —  03-03-32-32 

31-31-0000  +  30-30-01-01 
21.21-10-10  -i-  20.20-11-11 
11-11-20-20  +  10.10-21-21 
01-01-30-30  +00-00-31-31 

(16,  h)  und  (Iß,  c) 
31-31-03-03  +30-30-02.02 
21-21-13-13  +20-20  12-12 
11-11-23-23  +  10-10-22-2^ 
01   01 -33-33  +  00-00-32-32 

32-3200-00  —  33-33-01-01 
22-22-10-10  -23-23.11-11 
12-12-20-20  — 13-13-21-21 
02-02-30-30  —  03-03-31-31 

(17,Ä)  und  (17,c) 
13-03-23.33—12-02-22-32 
03-13-33-23  —  02-12-32-22 
23-33-13-03  —  22-32-1202 
33-23-03-13  —  32-22-02-12 

10-00-20-30  + 11-01-21-31 
00-10-30-20  +  01-11-31-21 
20-30-10-00  +21-31-11-01 
30-20-00-10  +  31-21-01-11 

[23,  bi   und  (23,  c) 
11-01-33-23  +10-00-32-22 
01-11.23-33  +  00.10.22.32 
31-21-13-03  +  30-20-12.02 
21-31-03-13  +  20-30-02-12 

12-02-30-20-  13-03.31.21 
02-12-20-30  —  03-13-21-31 
32.22-10.00  —  33-23.11.01 
22-32-00-10  —  23-33-01.11 
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M    u.M, 
M'  11.  M/ 

]\r'u.Mi' 


M    u.M, 
M'  u.M/ 
M'*u.M/' 
M"'u.Mj"' 

M    u.Mi 
M'  u.Mj' 
M"  u.M," 
M'"u.M/" 

M  u.Mj 
M'  u.M/ 
M"u.M/' 

M'"u.M/" 

M  u.Mi 
M'  u.M/ 
M"u.M/' 

M"'u.M/" 

M    u.M, 
M'  u.M/ 
M"  u.M/' 
M"'u.M/" 


u.M, 
u.M/ 
u.M/' 
'u.M/' 


M    u.M, 
M'  u.M/ 
M"u.M," 
M'"u.M/' 


32.33  +  30- 
-2'2--2S-f-  20- 
■i-l-\3  -\-iO- 
Oi'03  -i-00. 

(25,  d 
31.30  —  33- 
2^-20  — iS- 
M-IO—  I3• 
0^•00— 03- 

-26,  a) 
0203  +  30- 
12-13  -i-  20- 
22-23  -^10- 
32-33  +  00- 

'26,  d] 
01-00  —  33 
IMO  — 23- 
•21-20—  13- 
31-30  —  03. 

(28.  a) 
■03-02  -h  20- 
13-12  +  30 
•23-22  +  00- 
•33-32  +  10- 

28.  (f, 
■0001  —23- 
10-11  —33- 
20-21  —  03- 
30-31  —  13. 

(33,  a) 
■32-23 +  20- 
■22-33  +  30  • 
•1203  +  00- 
02-13  —  10' 

'33,  d 
■31-20  — 23. 
■21-30  —  30- 
•11-00  —  03 
■01-10- 13. 


31.33.32 
21.23.22 
11.13-12 
01-03-02 


M   od.  Ml 

M'  od.M,' 
M"od.M," 
M"'od.Mi" 


[i'.j,  h,  und    -r.j,  C; 
31-30.32-33  —  30-31-33-32 


I  21-20-22-23  — 20-21-23-22 
I  11-10-12-13-  10-11-13-12 
!    010002-03  — 00-0103-02 


32-30-31 
22-20-21 
12.10-11 

02-00-01 

31.03-02 
21-13-12 
11-23-22 
01-33-32 

32-00-01 
22-10-11 
12-20-21 
02-30-31 

21-02-03 
31-12.13 
01.22-23 
11.32-33 

22-01-00 
32-11-10 
02-21-20 
12-31-30 

31-33-22 
21-23-32 
11-13-02 
0103-12 

32-30-21 
22-20-31 
12-1001 
0200-I  I 


M,    od.M  32-33-31-30  —  33-32-30-31 

M,'  od.M'    ;  22-23-21.20  —  23-22-20-21 

Mi"od.M"  I  12-13-11-10  +  13-12-10-11 

M/"od.  M'"  I  02-03-01  -00  —  03-0200-01 

!  26.  bj  und    26.  c 

M    od.M,      ■  31-30-02-03  — 30-31-03-02 

M'  od.M,'   i  21 -20-1 2-1  3  — 20-21-13-12 

M"od.M,"  11-10-22-23—  10-1 1-23-22 

M"'od.Mi'"  0100-32-33  —  00-01  •33-32 

M,    od.M  32-3301-00  +  33-3200-01 

M,'  od.M'  22-23-11-10  —  23-2210-11 

M,"od.M"  12-13-21-20  +  13-12-20-21 

M,'"od.M"'  02-03-31-30  --  03-02-30-31 

28,6,,  und  (28.  c, 

M    od.M,     j  21-20-03-02  —  20-21-02-03 

M'  od.M,'    '  31-30-13-12  —  30-31-12-13 

M"  od.M,"  01-00-23-22  — 0001 -22-23 

M"'0d.Mi'"  11-1  0-33.32—  10-11-32-33 

M,    od.M  22-2300-01+23-22-01-00 

M,'  od.M'  32-33-10-11—33-32-11-10 

M,"  od.M"  '  02-03-20-21  —  03-02-21.20 

M,'"od.M'"  12-13-30-31  —13-12-31.30 

(33,  b^  und  (33.  c 

M    od.M,  21-30-32-23  —  20-31-33-22 

M'  od.M,'  31-20-22-33  —  30-21.23.32 

M"od.M,"  01-10-12-03-    00-11-13-02 

M'"od.M,"'  11-00-02-13  —  1001-03-12 


M,    od.M 
M,'  od.M' 


22-33-31-20 
32-23-21-30 


M,"'od.M"'      12-03-01-10 


02-13-11-00  —  03-12-10-01 


13-02-00-11 


23-32-30.21 
30-22-20-31 


90  Oeors:  Rosonhain,   Uebor  dio  ultra-clliptischen  Functionen  etc. 


'i.i.  </ 

(43,  ft)  und  (43,  e) 

M 

u.M, 

3ror:<3-03  —  30Ü0-3202 

M 

od.M, 

31 .01.33. 03  +  30. 00. 32. 02 

M4U.M,' 

21M-23<3  — 90-<0-2212 

M' 

od.M,' 

21-1  1.23.13 +  20-10.22-12 

M' 

u.M," 

ir2143-23  — 'IO-20i2-22 

M" 

od.M," 

11-:>M3.23  +10-20.12.22 

M' 

"u.M,"' 

0r3<03-3:<  — 00-3002-35 
4  3,  r/j 

M' 

'od.M/" 

01-31.03.33  +00.30.02-32 

M 

uM, 

3202-3000  -f-3303-3r0< 

M, 

od.M 

3202.30. 00  — 33-03-31.01 

M' 

u.M/ 

2ii2-20<0  -H  23  ■13-21.H 

M, 

'  od.M' 

22-12. 20-10  — 23-13-21-11 

M' 

u.M/' 

15-22i0-20  -f-^S^S-ll^l 

Mt 

'  od.M" 

12. 22. 10-20  -13-23-11-21 

M' 

'u.M/" 

02-3200-30  -h03-330r31 

(50,  a) 

M, 

'"od.M"' 

0232. 00. 30  —  03-33.01-31 
(lyOj))  und   (50,  r) 

M 

u.M, 

i'10l03-23  —  2000-02-22 

M 

od.M, 

21 -01. 03. 23  +20.00.02.22 

M' 

ü.M/ 

3Mri3-33  —  30'!0'l2-32 

M' 

od.M,' 

31.11.13.33  +  30-10.12.32 

M' 

u.M/' 

0l-2r2303  —  00-20-2202 

M" 

od.M," 

01.21.23.03  +  00.20.22-02 

M' 

'u.M/" 

il-31-33'13  — '!0-30-32'I2 
löO,  r/j 

M" 

'od.M,'" 

1  1.31-33-13  +10-30-32-12 

M 

u.M, 

220200-20  +230301-21 

M, 

od.M 

2202. 00. 20  —  23. 03. 01 -21 

M' 

u.M/ 

321210-3O-}-33-l3-H.31 

M, 

'  od.M' 

32.12-10.30  —33.13-11.31 

M' 

u.M/' 

02-22-200U  H-  03-23-21  01 

M, 

'od.M" 

02. 22. 20-00  — 03. 23-21. 01 

M' 

'u.M/" 

12-32-30-10  -f-  13-.^3-:M-1  I 

M, 

'"od.M"' 

12-32. 30. 10  —13.33-31-11 

Aiimerkimgen. 


Zu  S.  4.  Die  von  Rosenhain  hier  vorgeschlagene 
Unterscheidung  zwischen  ultra-elliptischen  hvperelliptischen) 
imd  ^i^6;/"ächen  Functionen  ist  seitdem  allgemein  angenommen 
und  gebraucht.  Eine  derartige  Unterscheidung  hat  sich  als 
nothwendig  erwiesen,  seitdem  man  die  besondere  Stellung 
genauer  kennen  gelernt  hat.  die  den  Integralen  mit  einer 
Quadratwurzel  unter  den  allgemeinen  algebraischen  Integralen 
zukommt. 

Zu  S.  4.  Auf  diese  hier  von  Hosenliain  als  Ein- 
leitung in  die  Theorie  der  ultra-elliptischen  Functionen  vor- 
getragene Lösung  des  Problems  der  Umkehrung  von  elliptischen 
Integralen  dritter  Gattung  bezieht  sich  eine  Bemerkung  von 
Jacohi  (Sur  la  rotation  dun  corps,  extrait  d'une  lettre  adressee 
ä  l'academie  des  sciences  de  Paris  17.  März  1S50,  Crelle'?, 
Journal.  Bd.  39,  Mathematische  Werke  S.  351),  die  in  deut- 
scher Uebersetzung  etwa  so  lautet: 

»Ich  habe  früher  die  Studenten  der  Mathematik  der 
Universität  Königsberg  auf  diese  fundamentalen  Eigenschaften 
der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  aufmerksam  ge- 
macht, wodurch  sich  diese  Integrale  den  ^iZ/e/'schen  oder 
hyperelliptischen  Integralen  nähern.  Dies  hat  Herrn  Rosen- 
hai/i.  einen  jener  Schüler,  der  dieser  Universität  zu  wohlbe- 
gründetem Ruhme  gereicht,  veranlasst,  in  einer  akademischen 
Abhandlung  die  elliptischen  Integrale  der  dritten  Gattung 
derselben  analytischen  Behandlung  zu  unterwerfen,  die  ich 
für  die  ^dt^e/'schen  Integrale  vorgeschlagen  hatte.  Seitdem  ist 
dieser  gelehrte  Mathematiker  dazu  gelangt,  in  expliciter  Weise 
die  Functionen  darzustellen,  die  bei  der  ersten  Klasse  der 
hyperelliptischen  Functionen  die  KoUe  der  Functionen  fl  spielen, 
eine  grosse  und  schöne  Entdeckung,  die  vor  Kurzem  von  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  gekrönt  wurden 
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92  Anmerkungen. 

Zu  S.  "20.  Die  Bedinguno;  für  die  Convergcnz  der 
Reihe  (p^  .,  Ii',  Wj  ist  hier  für  den  Fall  inaatrinärer  y>,  y,  A 
nicht  genau  angegeben.  Die  Bedingung  ist  für  diesen  Fall 
die,  dass  die  drei  Werthe,  die  man  erhält,  wenn  man  in 

log  2h  log  y ,   4  A'  —  log  p  log  q 

log/;,  log  </,    A   durch   ihre    reellen   Theile    ersetzt,   negativ 
werden    (d.  h.  dass   der  reelle  Theil  von 

x"-  log/;  4-  4  xyA  +  y-  log  q 

eine  negative  quadratische  Form  der  Variablen  x^  y  sei,. 

Zu  S.  36.  Die  drei  hier  aufgeführten  Lehrsätze, 
durch  welche  rein  imaginäre  Argumente  der  Functionen  tp  auf 
reelle  zurückgeführt  werden,  sind  specielle  Fälle  der  allge- 
meinen linearen  Transformation  der  Thcta-Functionen,  die  von 
Jacobi  für  die  elliptischen  Functionen  in  Vorlesungen  ausge- 
führt und  als  )- Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der 
Theta-Functiona  bezeichnet  ist.  Den  weiteren  Ausbau  dieser 
Theorie  für  die  hyperelliptischen  Functionen  verdanken  wir 
besonders  Hermite. 

Zu  S.  77.  Um  zu  beweisen,  dass  die  durch  die 
Quotienten  der  r/) -Functionen  dargestellten  vierfach  perio- 
dischen Functionen,  als  deren  Umkehrung  sich  die  Summen 
von  je  zwei  ultra- elliptischen  Integralen  erster  Gattung  er- 
geben haben,  nicht  nur  specielle  Integrale  dieser  Art  liefern, 
ist  noch  zu  zeigen,  dass  zwischen  den  drei  Moduln  dieser 
ultra-elliptischen  Integrale,  die  als  Functionen  der  drei  Vari- 
ablen />,  y,  A  definirt  sind,  keine  Relation  besteht,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  eine  gewisse  bilineare  Re- 
lation zwischen  den  Perioden  der  Integrale  identisch  be- 
friedigt ist.  Der  Beweis,  den  RosenJtain  hiervon  giebt,  der 
sich  übrigens  nur  auf  reelle  Moduln  bezieht,  ist  sehr  be- 
merkenswerth.  Er  enthält,  wenn  auch  noch  verhüllt,  den 
Grundgedanken  des  Verfahrens,  der  klar  und  einfach  erst  bei 
liiemaun  auftritt,  nachdem  die  Erweiterung  des  Integral- 
begriffs durch  Einführung  der  complexen  Wege  der  Variablen  in 
die  Theorie  aufgenommen  ist.  Die  Mehrdeutigkeit  der  Function, 
die  RosenJtain  umständlich  analytisch  definirt,  wird  klar  und 
anschaulich  erst  durch  die  Einführung  der  Riemami ^Q\i^VL 
mehrblättrigen  Fläche.  Rosenhnin  kennt  und  benutzt  von 
der  Rieman?i' sehen  Fläche,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist, 
nur  einzelne  Fäden. 
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Zu  Seite  %5.  Die  Tabelle,  die  im  Original  51  Gruppen 
von  Kj  Formeln  umfasst,  ist  hier  nur  in  einem  Auszug  ab- 
gedruckt, wobei  jedoch  darauf  Bedacht  genommen  ist,  dass 
die  im  Text  gebrauchten  Formeln  alle  vorkommen.  Eines 
so  grossen  Formelapparates  bedarf  heutzutage  die  Theorie 
nicht  mehr,  nachdem  eine  zweckmässige  Bezeichnung  und 
Begriffsbildung,  namentlich  der  durch  Riemann  au.>>gebildete 
Begriff  der  Theta-Charakteristik,  eine  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  Formeln  gestattet.  Die  unendlichen  Reihen,  die 
Mosenhain  durch  ff  bezeichnet,  dere'n  Quotienten  ihm  die 
vierfach  periodischen  Functionen  liefern ,  werden  jetzt  fast 
ausschliesslich  durch  die  Buchstaben  0  oder  ^  (Theta- Func- 
tionen) bezeichnet.  Die  Unterscheidung  der  einzelnen  Func- 
tionen geschieht  noch  auf  verschiedene  Weise.  Die  von  dem 
Herausgeber  in  verschiedenen  Abhandlungen  im  Anschluss 
an  Tiiemann  und  Hermite  gebrauchte  Bezeichnung  dieser 
Functionen  ist  die 


^  «1.  ni 


(«.+f,«+f)  +  2..((...+f)(.+  f)  +  ('.=-rf)(r=+|)) 


worin 


eine  quadratische  Form  der  beiden  Variablen  ;e^ ,  n^  mit 
wesentlich  positivem  imaginärem  Theil  ist,  worin  ferner 
//i  >  ^2  7  ^'i  ?  ^'s  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  gleich  0  oder  1 
gesetzt  werden  können,  und  worin  der  Complex 

\fJx^9A 

die  Charakteristik  der  Theta- Function  heisst.  Um  zu  der 
Itose?i/iam'Schen  Bezeichnung  zurückzukehren,  hat  man  zu 
setzen 

7r^a^  ^  =  logy;,   :ria^^  =  log  ^, 

Ttiüj^  2  =  :tia^  j  =  2  A, 

TTl  l\      =  V  j    7ti  V^  =  tC . 

In   der   folgenden   kleinen  Tabelle,    die  dem  Werke    von 
Krause:  ^)Die  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen 
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erster  Onlniin^f  Leipzig.  B.  G.  Teubner,  ISSG)  entnoniiuen 
ist,  sind  die  verschiedenen  Bezeicliungen.  die  für  die  lO  Tlieta- 
Functionen   in  Gebrauch  sind,   ziisamnw^ngestellt. 
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